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Strukturbildung an Kristalloberfla¨chen unter elastischer Wechselwirkung
Zusammenfassung
Aufgrund unterschiedlicher Gitterkonstanten von Adsorbat und Substrat kommt es bei der
Erzeugung von Heterostrukturen durch epitaktische Prozesse zu einer elastischen Verspan-
nung der beiden Komponenten. In der Homoepitaxie treten ebenfalls elastische Wechsel-
wirkungen auf, deren Ursprung in den Inhomogenita¨ten der lokalen elektronischen Bindun-
gen an Stufen und Adsorbatatomen liegt. Auf einer glatten Substrat- oder Adsorbatschicht
a¨ußern sich diese elastischen Verzerrungen in langreichweitigen Wechselwirkungen zwischen
Stufen, Inseln und einzelnen Adatomen. Der Einfluss dieser langreichweitigen Wechselwir-
kungen wird hier in einem teilchenorientierten Modell der zweidimensionalen Oberfla¨che
mit Hilfe von Monte-Carlo-Methoden studiert. Die Simulation wird durch den Einsatz ei-
nes speziell entwickelten neuen Multigrid-Verfahrens ermo¨glicht, das sowohl kurzreichweiti-
ge Wechselwirkungen als auch die Asymptotik der Abstandsabha¨ngigkeit exakt behandelt,
die Ordnung des Rechenaufwands jedoch deutlich reduziert.
Im Submonolagenwachstum fu¨hrt eine repulsive r−3-Wechselwirkung zwischen einzelnen
Adatomen zu einer verzo¨gerten Nukleationsphase. Im Grenzfall kleiner Bedeckungen wird
eine neue Skalenrelation zwischen den Systemparametern aufgestellt, die das Systemver-
halten auf universelle Funktionen zuru¨ckfu¨hrt. Auf einfachen Kristalloberfla¨chen fu¨hren
elastische Effekte zu einer repulsiven r−2-Wechselwirkung zwischen Stufen. Abha¨ngig vom
Verha¨ltnis der Sta¨rke der langreichweitigen Stufenwechselwirkung zur lokalen Stufenenergie
kann die Aufrauungstemperatur der Oberfla¨che gegenu¨ber einem rein lokalen Modell um
mehr als einen Faktor drei erho¨ht sein.
Pattern Formation on Crystal Surfaces with Elastic Interaction
Abstract
Due to a mismatch between the adsorbate and the substrate the components of hetero-
epitaxial structures often are elastically strained. In homoepitaxy elastic interactions arise
from inhomogeneities of the local electronic bonds near steps and adatoms. On flat substra-
tes or adsorbate layers the elastic strain produces long-range interactions between steps,
islands and single adatoms. Incorporating heteroepitaxial and homoepitaxial interactions
into a particle based model the effects of long-range elastic interactions on two-dimensional
surfaces are studied employing Monte-Carlo methods. The simulations are made possible by
a new type of multi-grid scheme, which reduces the order of the computational costs. Short-
range interactions are taken into account exactly. Long-range interactions are resolved only
on a course-grained level but in a way that the correct asymptotics is reproduced.
In the limit of submonolayer epitaxy the elastic r−3 interaction between adatoms delays
the process of island nucleation. In the low coverage limit a new scaling law is found,
which reduces the behavior of the system to universal functions. On crystal surfaces elastic
effects generate a repulsive r−2 interaction between steps. Depending on the ratio of step
interaction strength and local step energy the roughening temperature of the surface can
increase by more than a factor of three in comparison to a purely local model.
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Kapitel 1
Einleitung
Das Versta¨ndnis von Prozessen an epitaktischen Oberfla¨chen ist von fundamenta-
ler Bedeutung fu¨r das Kristallwachstum und fu¨r die Herstellung von Halbleiter-
Bauelementen. Bei diesen Prozessen geht es im einfachsten Fall darum, auf einer
kristallinen Unterlage (Substrat) atomare Schichten koha¨rent aufwachsen zu lassen,
welche die Struktur und Orientierung der Unterlage u¨bernehmen. Das Aufbringen
des Materials findet beispielsweise durch Kontakt der Oberfla¨che mit einer flu¨ssigen
oder gasfo¨rmigen Phase statt, aus der das aufwachsende Material (Adsorbat) stammt.
Handelt es sich bei Adsorbat und Substrat um dasselbe Material, so spricht man von
Homoepitaxie, andernfalls von Heteroepitaxie.
Aufgrund der meist unterschiedlichen Gitterkonstanten von Adsorbat und Substrat
hat man es bei der Erzeugung von Heterostrukturen oft mit der Bildung von Ver-
setzungen zu tun. Das Adsorbat wa¨chst zuna¨chst koha¨rent in einem elastisch ver-
zerrten Zustand auf, versucht dann aber mit zunehmender Schichtdicke durch Fehler
in der Kristallstruktur seinen Gleichgewichtsgitterabstand zu erreichen. Auf einer
glatten Substrat- oder Adsorbatschicht a¨ußern sich diese elastischen Verzerrungen in
Wechselwirkungen zwischen Stufen, Inseln und einzelnen Adsorbatatomen. Auch in
Homoepitaxie treten elastische Wechselwirkungen auf. Ihr Ursprung liegt jedoch in
den Inhomogenita¨ten der lokalen elektronischen Bindungen entlang von Stufen und in
der Umgebung von Adsorbatatomen. Die auftretenden elastischen Wechselwirkungen
haben einen langreichweitigen Charakter.
Bei der Modellierung epitaktischer Prozesse wurden diese langreichweitigen elasti-
schen Wechselwirkungen jedoch lange Zeit außer Acht gelassen, weil die Behandlung
einer nichtlokalen Energetik numerisch zu aufwendig war. Bereitet es heute – mit wel-
cher Methode auch immer – kein Problem mehr, die elastische Energie einer einzelnen
speziellen Stufenkonfiguration zu berechnen, so sind die meisten Methoden jedoch
immer noch ungeeignet, diese Berechnung mehr als 108-mal in Folge fu¨r verschie-
dene Konfigurationen durchzufu¨hren. Daru¨ber hinaus besteht nach wie vor Bedarf
an Ansa¨tzen, wie u¨ber die erste Monolage hinaus mit elastischen Wechselwirkungen
umzugehen ist. Als Folge hiervon gibt es, abgesehen von [1], nur sehr wenige Arbeiten
zu zweidimensionalen Oberfla¨chenmodellen mit langreichweitigen Wechselwirkungen.
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In dieser Arbeit werden wir deshalb der Frage nachgehen, welchen Einfluss elastische
Wechselwirkungen auf Prozesse der Strukturbildung an epitaktischen Oberfla¨chen
und auf die Gleichgewichtseigenschaften dieser Oberfla¨chen haben.
Fu¨r die Modellierung der an diesen Oberfla¨chen auftretenden Pha¨nomene reichen im
Allgemeinen die Methoden der klassischen statistischen Physik aus. Quantenmecha-
nische Rechnungen ko¨nnen hierzu materialspezifische Kopplungskonstanten liefern.
Allerdings sind quantenmechanische Rechnungen u¨blicherweise auf recht kleine Sys-
teme mit lateralen Abmessungen von wenigen Atomen beziehungsweise kleine Peri-
odizita¨tsla¨ngen beschra¨nkt. Die Natur langreichweitiger Wechselwirkungen la¨sst sich
mit diesen Methoden nur sehr schwer ergru¨nden.
Abstraktere Modelle, bei denen die quantenmechanische Wechselwirkung durch Fe-
dern oder semi-empirische Potentiale ersetzt wird, belegen jedoch die Existenz von
langreichweitigen elastischen Wechselwirkungen zwischen Stufen auf epitaktischen
Oberfla¨chen, die ihren Ursprung in einer sich u¨ber große Absta¨nde fortpflanzenden
Deformation des Kristalls haben. Auf der Skala der makroskopischen Kontinuums-
theorie konnte mit Hilfe des Konzeptes von Punkt- und Liniendefekten in der linearen
Elastizita¨tstheorie schon fru¨h das Auftreten von Adatom- und Stufenwechselwirkun-
gen begru¨ndet und deren Abstandsabha¨ngigkeit vorhergesagt werden. Die aus der
linearen Elastizita¨tstheorie abgeleitete Vorhersage deckt sich im Gu¨ltigkeitsbereich
der gemachten Annahmen mit den Ergebnissen aus den semi-empirischen Modellen.
Das Skalenverhalten der Wechselwirkung als Funktion des Abstandes ist hierbei un-
abha¨ngig vom tatsa¨chlichen Material. Die materialspezifischen Details schlagen sich
lediglich in der Amplitude der langreichweitigen Wechselwirkung nieder.
Aus dem Experiment lassen sich die elastischen Wechselwirkungspotentiale nur
schwer extrahieren. Macht man jedoch Annahmen u¨ber die Form der Abstands-
abha¨ngigkeit der Wechselwirkung zwischen Stufen, so la¨sst sich zum Beispiel aus
der Verteilung der Stufenabsta¨nde an vizinalen Oberfla¨chen die Amplitude der ange-
nommenen Wechselwirkung berechnen. Insgesamt darf die prinzipielle Existenz von
langreichweitigen elastischen Wechselwirkungen zwischen Objekten auf epitaktischen
Oberfla¨chen wohl als gesichert angenommen werden, auch wenn die materialspezifi-
schen Amplituden nicht fu¨r alle erdenklichen Materialien bekannt sind.
Diese Arbeit verfolgt verschiedene Ansa¨tze, um die oben genannten Probleme zu
lo¨sen. Zuna¨chst erscheint die Reduktion des elastischen Problems auf ein zweidi-
mensionales System zwingend notwendig. Jegliche Ansa¨tze, die darauf basieren, das
elastische Problem u¨ber die elastischen Deformationen des dreidimensionalen Kris-
tallgitters zu lo¨sen, sind schon aufgrund des enormen Speicherbedarfs zum Scheitern
verurteilt. In einem zweidimensionalen Modell wird die elastische Energie auf ei-
ne immer gleiche Paarwechselwirkung zwischen lokal definierten Eigenschaften von
Oberfla¨chenelementen zuru¨ckgefu¨hrt. Dass dies nicht ohne Einschra¨nkung des Gu¨ltig-
keitsbereichs des Modells mo¨glich ist, versteht sich von selbst. Um zum Beispiel mit
einer konstanten Paarwechselwirkung rechnen zu ko¨nnen, muss die Oberfla¨che hin-
reichend glatt sein.
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Auch mit diesen Vereinfachungen ist der Aufwand von Monte-Carlo-Simulationen oh-
ne weitere Na¨herungen immer noch betra¨chtlich. Die Simulation hinreichend großer
Systeme wird erst durch den Einsatz eines speziell entwickelten Multigrid-Verfahrens
ermo¨glicht. Das Verfahren behandelt sowohl kurzreichweitige Wechselwirkungen als
auch die Asymptotik der Abstandsabha¨ngigkeit exakt und reduziert die Ordnung des
Aufwands der Berechnung von Energiedifferenzen auf den Logarithmus der System-
gro¨ße.
Mit der Integration von heteroepitaktischen und homoepitaktischen Effekten in ein
einheitliches teilchenorientiertes Konzept sind wir erstmals in der Lage, den Einfluss
langreichweitiger elastischer Wechselwirkungen an zweidimensionalen Oberfla¨chen
mittels Monte-Carlo-Methoden zu studieren. Damit ero¨ffnet sich eine neue Mo¨glich-
keit, den Einfluss elastischer Effekte auf Prozesse der Strukturbildung im Nichtgleich-
gewicht, wie etwa die Inselbildung auf einem zuna¨chst glatten Substrat beim epitak-
tischen Wachstum, wie auch den Einfluss elastischer Effekte auf Gleichgewichtsstruk-
turen, wie bei der thermischen Aufrauung einer Kristalloberfla¨che, zu studieren.
Der Inhalt der Arbeit gliedert sich wie folgt:
In Kapitel 2 werden zuna¨chst die grundlegenden Konzepte der linearen Elastizita¨ts-
theorie zusammengefasst. Auf der Lo¨sung des elastischen Problems fu¨r einen Halb-
raum durch Greensche Funktionen aufbauend gehen wir dann auf das Konzept der
Punkt- und Liniendefekte ein, deren Wirkung auf das Substrat sich durch Multipol-
Momente einer Kraftdichte ausdru¨cken la¨sst. Die so abgeleitete repulsive elastische
Kraft-Dipol-Wechselwirkung zwischen einzelnen Adsorbat-Atomen auf einem glatten
Substrat ist der Ausgangspunkt der beiden folgenden Kapitel.
Kapitel 3 zeigt den Einfluss der repulsiven elastischen Dipolwechselwirkung auf
das Wachstum einzelner fraktaler Cluster aus Adsorbatatomen, die auf einer Kris-
talloberfla¨che diffundieren. Zentrale Punkte sind dann die Generierung einer neuen
La¨ngenskala durch die elastische Wechselwirkung und die Wachstumsgeschwindigkeit
einer fraktalen Cluster-Front.
Kapitel 4 befasst sich mit dem Einfluss der repulsiven elastischen Wechselwir-
kung zwischen Adsorbatatomen auf den Prozess der Inselbildung beim epitakti-
schen Wachstum unter kontinuierlichem Depositionsfluss von Adsorbat-Atomen auf
ein zuna¨chst glattes Substrat. Gegenu¨ber konventionellen lokalen Modellen kommt
hier zu den Gro¨ßen Depositionsfluss und Teilchenmobilita¨t die Sta¨rke der elastischen
Wechselwirkung als weiterer Parameter hinzu. Die Statistiken der Anzahl von ein-
zelnen diffundierenden Adsorbatatomen sowie der Anzahl unbeweglicher Inseln wer-
den durch effektive Ratengleichungen beschrieben, welche durch skalentheoretische
U¨berlegungen um die Effekte der elastischen Wechselwirkung erweitert werden. Die
Existenz einer langreichweitigen repulsiven Wechselwirkung zwischen diffundierenden
Adsorbatatomen verzo¨gert den Prozess der Inselbildung, die Nukleationsphase wird
in Richtung ho¨herer Bedeckungen verschoben. Mithilfe einer neuen Skalenrelation,
welche die drei Parameter des Systems verknu¨pft, kann das Verhalten des Systems
fu¨r nicht allzu große Bedeckungen auf universelle Funktionen reduziert werden.
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In Kapitel 5 wird ein Modell entwickelt, welches homoepitaktische und heteroepi-
taktische elastische Wechselwirkungen u¨ber die erste Monolage von Adsorbatatomen
hinaus beschreibt. Daru¨ber hinaus wird das schon in der Simulation zu Kapitel 4
angewandte Multigrid-Verfahren vorgestellt, welches die Simulationen mit vielen un-
ter langreichweitiger Wechselwirkung diffundierenden Adsorbatatomen ermo¨glicht.
Das Verhalten des Modells wird zuna¨chst an einigen beispielhaften Oberfla¨chen-
Konfigurationen analytisch, spa¨ter dann auch unter Verwendung des Multigrid-Ver-
fahrens numerisch verifiziert.
Als Vorbereitung auf die Anwendung des entwickelten Modells auf den thermischen
Aufrauungsprozess einer homoepitaktischen Kristalloberfla¨che mit elastischer Stufen-
wechselwirkung in Kapitel 7 wird in Kapitel 6 zuna¨chst ein Abriss der Theorie des
konventionellen Aufrauungsu¨bergangs gegeben. Hierzu geho¨rt das Verhalten des dis-
kreten Gaußschen Modells sowie der Bezug zum gewissermaßen
”
dualen“ Modell, dem
zweidimensionalen Coulomb-Gas, an dem die kritischen Eigenschaften des Kosterlitz-
Thouless-Phasenu¨bergangs aufgezeigt werden.
In Kapitel 7 werden die Ergebnisse zur thermischen Aufrauung einer homoepitak-
tischen Oberfla¨che vorgestellt. Nach einer kompakten Darstellung des mit Monte-
Carlo-Methoden behandelten Modells folgt zuna¨chst eine Voruntersuchung zur freien
Energie einer Stufe an einem eindimensionalen Modell. Dann werden die Ergebnisse
der Simulation zum zweidimensionalen Modell der Oberfla¨che vorgestellt. Das Au-
genmerk liegt zuna¨chst auf dem Verhalten der Ho¨henkorrelationen und dem hier
verfolgten Ansatz zur Beseitigung von Finite-Size-Effekten. Gegenu¨ber dem konven-
tionellen Aufrauungsu¨bergang kann die U¨bergangstemperatur durch die elastische
Wechselwirkung stark erho¨ht sein. Antikorrelationen zwischen den Stufen verringern
die Anzahl bevorzugter Konfigurationen, was durch eine ho¨here kritische Temperatur
kompensiert werden muss. Ein Skalengesetz fasst durch elastische Effekte verursach-
te Abweichungen vom lokalen Grenzfall des Modells zusammen. Der Vergleich mit
Rechnungen zur Sta¨rke der elastischen Wechselwirkung an bestimmten Oberfla¨chen
legt nahe, dass es aller Wahrscheinlichkeit nach Oberfla¨chen gibt, bei denen elastische
Effekte im Hinblick auf den Aufrauungsu¨bergang nicht zu vernachla¨ssigen sind.
Kapitel 8 bietet einen Ausblick auf weitere Fragestellungen, welche sich mittels der
hier entwickelten Methoden behandeln lassen. Dazu za¨hlt insbesondere die Frage, in
welcher Weise die Instabilita¨t einer heteroepitaktischen Adsorbatschicht durch die
Existenz einer repulsiven Stufenwechselwirkung beeinflusst wird.
Mit dem Kapitel 9 erfolgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse.
Ausgehend von den Erfahrungen mit den Cluster-Statistiken im Kapitel 4 ergab sich
eine industrielle Kooperation mit der Firma Gru¨nenthal mbH zur Identifizierung
von Clusterstrukturen in hochdimensionalen Ra¨umen. Die in diesem Zusammenhang
auftretenden Probleme erfordern Konzepte, wie sie in der Physik typischerweise nicht
verwendet werden. Anhang A gibt einen kurzen U¨berblick u¨ber diese Aktivita¨ten.
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Kapitel 2
Elastische Eigenschaften von
Adsorbaten und Substraten
In diesem Kapitel werden die Grundlagen fu¨r die Beschreibung der elastischen Wech-
selwirkungen zwischen Defekten auf einer Kristalloberfla¨che gelegt. In weiten Teilen
ist eine einfache Beschreibung der auftretenden elastischen Effekte im Rahmen der
Kontinuumstheorie mo¨glich. Die Ergebnisse finden dann in spa¨teren Kapiteln in ei-
nem Hybrid-Modell Anwendung.
2.1 Lineare Elastizita¨tstheorie
Im Folgenden werden zuna¨chst die Grundkonzepte der linearen Elastizita¨tstheorie
dargestellt, um anschließend auf die spezifischen elastischen Eigenschaften von Ober-
fla¨chendefekten einzugehen.
2.1.1 Verschiebungsfeld
Die Elastizita¨tstheorie beschreibt die reversible Deformation eines festen Ko¨rpers
aufgrund der Einwirkung von externen Kra¨ften. Die Beschreibung basiert auf einem
Verschiebungsfeld u(r) mit Komponenten ui(r), welches die Verschiebung der Vo-
lumenelemente des Ko¨rpers im Vergleich zu einem Referenzzustand angibt, bei dem
sich der Ko¨rper im Gleichgewicht befindet. Sieht man von einer mo¨glichen Schwer-
punktsbewegung oder Rotation ab, so nimmt der feste Ko¨rper seinen urspru¨nglichen
Zustand wieder ein, sobald die auf ihn wirkenden Kra¨fte verschwinden. Die Deforma-
tion durch die Kra¨fte ist im Rahmen der nachfolgenden Betrachtung niemals irrever-
sibel plastisch, sondern immer vollelastisch reversibel.
Das Verschiebungsfeld ist folglich ein Vektorfeld, das die Verschiebung eines Volumen-
elementes an der Stelle r beschreibt. Das Volumenelement an der Stelle r vera¨ndert
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unter Krafteinwirkung seine Position zu r′ = r + u(r). Durch die Angabe des Ver-
schiebungsfeldes ist der Zustand der Deformation des Ko¨rpers vollsta¨ndig beschrie-
ben.
2.1.2 Verzerrungstensor
Ein Maß fu¨r die Verzerrung des Ko¨rpers ist die A¨nderung des Abstands zweier infini-
tesimal benachbarter Punkte. Der Abstandsbegriff ist eng mit dem metrischen Tensor
des Raumes gij = gji verbunden. Wir nehmen der Einfachheit halber ein kartesisches
orthogonales Koordinatensystem gij = δij an. Im Folgenden wird die Einsteinsche
Summationskonvention verwendet, das heißt u¨ber in Produktausdru¨cken doppelt auf-
tretende Indizes wird summiert. Damit ist die La¨nge l eines Vektors ri gegeben durch
l2 = rjrj .
Sei nun dri der infinitesimale Abstand zweier Punkte im unverzerrten Zustand, so ist
deren Abstand (δl)2 = dridri. Im verzerrten Zustand a¨ndert sich der Abstandsvektor
gema¨ß dr′i = dri+dui, und der Abstand ist gegeben durch (δl
′)2 = gij(dri+dui)(drj+
duj).
Dru¨ckt man die infinitesimalen Verschiebungen u¨ber den Zusammenhang dui =
∂ui
∂rk
drk wieder in Koordinatendifferentialen aus, so ergibt sich
(δl′)2 =
[
δij +
∂uj
∂ri
+
∂ui
∂rj
+
∂uk
∂ri
∂uk
∂rj
]
dridrj. (2.1)
Mit der Definition des Verzerrungstensors
uij =
1
2
(
∂ui
∂rj
+
∂uj
∂ri
+
∂uk
∂ri
∂uk
∂rj
)
(2.2)
ist der lokale Abstand durch (δl′)2 = (δij + 2uij)dridrj gegeben, das heißt, man kann
den Verzerrungstensor als lokale Korrektur zur Metrik des Raumes auffassen. Der in
(2.2) definierte Verzerrungstensor ist mit uij = uji symmetrisch. Sind die Ableitungen
des Verschiebungsfeldes klein, so kann man den letzten Term in (2.2) vernachla¨ssigen
und der Verzerrungstensor wird linear im Verschiebungsfeld
uij =
1
2
(
∂uj
∂ri
+
∂ui
∂rj
)
. (2.3)
Der hier definierte Verzerrungstensor uij(r) beschreibt die relative A¨nderung von
Absta¨nden im Volumenelement des festen Ko¨rpers am Ort r der Referenzbeschrei-
bung.
Die Spur uii des Verzerrungstensors beschreibt die lokale Volumena¨nderung oder
Dilatation, spurlose Anteile des Verzerrungstensors entsprechen einer Scherung des
festen Ko¨rpers.
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2.1.3 Elastische Energie
Im Rahmen der Referenzbeschreibung der Elastizita¨tstheorie kann die potentielle
elastische Energiedichte w ein Funktional des Verschiebungsfeldes ui sein. Da aber
eine reine Translation die potentielle Energie im Allgemeinen nicht a¨ndert, ko¨nnen
nur die partiellen Ableitungen des Verschiebungsfeldes ∂ui/∂rj eine Rolle spielen. Es
kommt also auf die relative A¨nderung von Absta¨nden im Volumenelement an, nicht
auf die absoluten Verschiebungen.
Die relative A¨nderung von Absta¨nden wird jedoch durch den symmetrischen Ver-
zerrungstensor vollsta¨ndig beschrieben. Somit ko¨nnen die antisymmetrischen Anteile
der partiellen Ableitungen, das heißt Ausdru¨cke wie ∂ui/∂rj − ∂uj/∂ri, keine Rolle
spielen.
Ausgehend hiervon kann die elastische Energiedichte in Potenzen des Verzerrungs-
tensors entwickelt werden. Der lineare Term muss hierbei verschwinden, da der Refe-
renzzustand uij = 0 stationa¨r ist. Die elastische Energiedichte ist also in niedrigster
Ordnung gegeben durch
w(r) ∼ 1
2
Aijkl(r)uij(r)ukl(r), (2.4)
wobei Aijkl = Aklij angenommen werden kann. Ferner ist aufgrund der Symmetrie
des Verzerrungstensors auch Aijkl = Ajikl = Ajilk = Aijlk. Behandelt man homogene
Materialien, fa¨llt die Ortsabha¨ngigkeit von Aijkl(r) weg. Betrachtet man nur elastisch
isotrope Materialien, sind die Mo¨glichkeiten des Tensors Aijkl weiter eingeschra¨nkt.
Es bleiben noch genau zwei frei wa¨hlbare Koeffizienten. Der Tensor Aijkl la¨sst sich in
diesem Falle aus den Komponenten δijδkl und δikδjl zusammensetzen.
In einer der vielen mo¨glichen Parametrisierungen der elastischen Eigenschaften ist
Aijkl gegeben durch
Aijkl =
E
1 + σ
[
δikδjl +
σ
1− 2σδijδkl
]
, (2.5)
wobei der Parameter E Elastizita¨tsmodul oder Youngscher Modul genannt wird und
die dimensionslose Gro¨ße σ als die Poisson-Zahl bezeichnet wird. Der Elastizita¨ts-
modul E gibt die relative La¨ngena¨nderung eines unter Spannung stehenden Stabes
an und ist positiv. Die Poisson-Zahl σ, welche das Verha¨ltnis von Querkontrakti-
on zur longitudinalen Dehnung angibt, kann aus Gru¨nden der thermodynamischen
Stabilita¨t eines Materials nur im Bereich −1 ≤ σ ≤ 1/2 liegen. Fu¨r alle bekannten
Materialien ist σ jedoch positiv. Es gibt kein Material, das auf eine La¨ngsstreckung
mit Ausdehnung in Querrichtung reagiert.
2.1.4 Spannungstensor
Zum Verzerrungstensor uij la¨sst sich eine thermodynamische verallgemeinerte Kraft
σij u¨ber
σij =
∂w
∂uij
(2.6)
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definieren. Diese verallgemeinerte Kraft σij wird Spannungstensor genannt. Aus der
Symmetrie von uij folgt sofort, dass auch der Spannungstensor symmetrisch ist. Da-
mit la¨sst sich das Differential der elastischen Energiedichte w wie
dw = σijduij (2.7)
schreiben. Dieser Zusammenhang gilt allgemein, auch wenn ho¨here Terme in der
Entwicklung (2.4) beru¨cksichtigt werden. Im Rahmen der quadratischen Na¨herung
der elastischen Energie gilt dann das Hookesche Gesetz. Der Zusammenhang zwischen
σij und uij ist linear
σij = Aijklukl (2.8)
und im isotropen Fall durch
σij =
E
1 + σ
[
uij +
σ
1− 2σδijull
]
(2.9)
gegeben.
Eine anschauliche Bedeutung bekommt der Spannungtensor σij durch den linearen
Zusammenhang
dFi = σikdSk, (2.10)
welcher eine Beziehung zwischen der Kraft dFi auf das Oberfla¨chenelement dSk und
dem Spannungstensor σik herstellt. Deshalb ist der Spannungstensor von enormer
Bedeutung fu¨r die Formulierung von elastischen Randbedingungen.
2.1.5 Gleichgewichtsbedingung
Aus dem Wirkungsprinzip la¨sst sich auf einfache Weise eine Bewegungsgleichung
fu¨r die Volumenelemente herleiten. Aus der Stationarita¨t dieser Bewegungsgleichung
folgt die Gleichgewichtsbedingung der Elastostatik. Die kinetische Energie T ist durch
die Geschwindigkeit u˙i und die Massendichte ρ der Volumenelemente
T =
∫
V (t)
dV
1
2
ρu˙iu˙i (2.11)
bestimmt. Im kra¨ftefreien Fall ist die potentielle Energie allein durch die Verzerrungs-
energie gegeben
U =
∫
V (t)
dV
1
2
σijuij. (2.12)
Befindet sich der feste Ko¨rper in einem a¨ußeren Kraftfeld gi(r) (Kraftdichte pro
Volumen), so muss die potentielle Energie um einen Term
−
∫
V (t)
dV uigi (2.13)
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erga¨nzt werden. Das ist die vom Ko¨rper gegen das Kraftfeld geleistete Arbeit. Wir-
ken auf die Oberfla¨che des Ko¨rpers zusa¨tzlich Kra¨fte fi (Kraftdichte pro Fla¨che), so
kommt ein weiterer Term
−
∫
∂V (t)
dS uifi (2.14)
hinzu. Die Wirkungsvariable S fu¨r das Zeitintervall t0 bis t1 ist damit
S =
t1∫
t0
dt {T − U}
=
t1∫
t0
dt


∫
V (t)
dV
[
1
2
ρu˙iu˙i − 1
2
σijuij + uigi
]
+
∫
∂V (t)
dS uifi

 . (2.15)
Sieht man von Anlagerungsprozessen ab, die das Volumen V (t) des Referenzzustandes
des festen Ko¨rpers a¨ndern, so ist V zeitlich konstant. Die Variation der Wirkungsva-
riablen ist dann durch
δS =
t1∫
t0
dt


∫
V
dV [ρu˙iδu˙i − σijδuij + giδui] +
∫
∂V
dS fiδui


=
t1∫
t0
dt


∫
V
dV [−ρu¨i + ∂σij
∂rj
+ gi]δui +
∫
∂V
dS [fi − njσji]δui

 (2.16)
gegeben, wobei bei der partiellen Integration bezu¨glich der Zeit t verwendet wurde,
dass die Variation δui(t0) = δui(t1) = 0 verschwindet. Da die Variation des Wirkungs-
integrals verschwinden muss, δS = 0, folgt aus dem ersten Integral in Gleichung (2.16)
die im Volumen des festen Ko¨rpers gu¨ltige Bedingung
∂σij
∂rj
+ gi = ρu¨i. (2.17)
Aus dem zweiten Integral eine Bedingung fu¨r die Oberfla¨che, charakterisiert durch
den Normalenvektor nj
njσji = fi. (2.18)
Die Elastostatik setzt nun voraus, dass die Beschleunigung u¨i in Gleichung (2.17)
verschwindet.
Mittels des Hookeschen Gesetzes la¨sst sich die Gleichgewichtsbedingung fu¨r die Span-
nungen (2.17) in eine Gleichung fu¨r die Verzerrungen uij oder direkt in eine Gleichung
fu¨r die Verschiebungen ui(r)
(1− 2σ)∂j∂j ui(r) + ∂i∂j uj(r) = −2(1 + σ)(1− 2σ)
E
gi(r) (2.19)
Seite: 10
KAPITEL 2. ELASTISCHE EIGENSCHAFTEN VON
ADSORBATEN UND SUBSTRATEN
transformieren. Der Ausdruck ∂j steht hierbei fu¨r die Ableitung ∂/∂rj . Alternativ
lassen sich die hier in Komponentenschreibweise angegebenen Differentialausdru¨cke
auch in Form von Operatoren als ∇2u und grad divu schreiben.
Vielfach wird jedoch bei der Lo¨sung von elastischen Problemen nicht von den Ver-
schiebungsfeldern ui ausgegangen, sondern eine Lo¨sung in Form des Spannungstensors
oder Verzerrungstensors gesucht. Hierbei ist zu beachten, dass ein Verzerrungstensor,
der eine Lo¨sung der Gleichgewichtsbedingung darstellt, sich nicht notwendigerweise
aus einem Verschiebungsfeld ableiten la¨sst – und damit a priori keine Lo¨sung des ei-
gentlichen elastischen Problems sein muss. Um sicherzustellen, dass ein physikalisches
Verschiebungsfeld existiert, muss der Verzerrungstensor uij zusa¨tzlich der Kompati-
bilita¨tsbedingung
∂2uij
∂rk∂rl
+
∂2ukl
∂ri∂rj
=
∂2uik
∂rj∂rl
+
∂2ujl
∂ri∂rk
(2.20)
genu¨gen. Es handelt sich hierbei um eine Integrabilita¨tsbedingung, die bedeutet, dass
sich durch Integration der Verzerrungen ein Verschiebungsfeld gewinnen la¨sst.
2.1.6 Greensche Funktionen
Durch die Anwendung des Konzeptes der Greenschen Funktionen la¨sst sich ausgehend
von Gleichung (2.19) die Antwort des Verschiebungsfeldes ui auf eine vorgegebene
Kraftdichte finden und damit das elastische Problem lo¨sen.
Ist eine Greensche Funktion Gij(r), die Lo¨sung der Gleichung
(1− 2σ)∂k∂k Gij(r) + ∂i∂k Gkj(r) = −2(1 + σ)(1− 2σ)
E
δijδ(r) (2.21)
bekannt, so kann das durch eine Kraftdichte fj(r) verursachte Verschiebungsfeld in
der Form
ui(r) =
∫
d3r′Gij(r − r′)fj(r′) (2.22)
dargestellt werden. Das Symbol ∂k steht hier wieder fu¨r die Ableitungen ∂/∂rk nach
den ra¨umlichen Koordinaten. In dieser Darstellung la¨sst sich auch die elastische Ener-
gie U einfach u¨ber die verrichtete Arbeit −uifi berechnen. Es gilt
U = −
∫
d3r ui(r)fi(r) = −
∫∫
d3r d3r′Gij(r − r′)fi(r)fj(r′). (2.23)
Die Greensche Funktion ha¨ngt in komplizierter Weise von der Geometrie des betrach-
teten festen Ko¨rpers ab und ist nur fu¨r wenige einfache Fa¨lle bekannt.
2.2. ELASTISCHE WECHSELWIRKUNGEN AUF
SUBSTRATEN
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2.1.7 Greensche Funktion des elastischen Halbraums
Fu¨r einen isotropen elastischen Halbraum, das heißt den Bereich rz ≤ 0, ist die
Greensche Funktion des Verschiebungsfeldes fu¨r eine auf die Oberfla¨che wirkende
Kraft bekannt [2].
Um die elastische Energie (2.23) eines Halbraums zu berechnen, reicht jedoch die
Kenntnis des Verschiebungsfeldes auf der Oberfla¨che aus, solange die Wirkung der
Kraftdichte auf die Oberfla¨che beschra¨nkt bleibt. Betrachtet man nur Verschiebun-
gen auf der Oberfla¨che des isotropen elastischen Halbraums, so vereinfacht sich die
Greensche Funktion zu [2]
Gij(r)|rz=0 =
1 + σ
2πE
1
r
[
2(1− σ)δij + 2σrirj
r2
+ (1− 2σ)δizrj − δjzri
r
]
. (2.24)
Diese Greensche Funktion ermo¨glicht es, Wechselwirkungsenergien zwischen Defekten
auf einer Kristalloberfla¨che zu berechnen, solange alle relevanten La¨ngenskalen klein
sind gegenu¨ber der Ausdehnung des Kristalls.
2.2 Elastische Wechselwirkungen auf Substraten
Nachdem die elastischen Grundgleichungen und Randbedingungen bekannt sind,
kann man im Prinzip das elastische Problem mittels numerischer Verfahren [3–8],
beispielsweise mit der Methode der Finiten Elemente, vollsta¨ndig lo¨sen, oder sich
aber auf den Grenzfall makroskopisch kleiner Gradienten beschra¨nken, fu¨r den nu¨tz-
liche analytische Na¨herungen bekannt sind [9–15].
2.2.1 Homoepitaxie
Im Fall der Homoepitaxie sind Adsorbat und Substrat aus demselben Material. Lagert
sich das Adsorbat zudem koha¨rent an, so kann man auf die Unterscheidung zwischen
Substrat und Adsorbat verzichten. Es handelt sich um eine Kristalloberfla¨che, die
unter Umsta¨nden nicht glatt, sondern von einzelnen Atomen, Inseln oder Stufen
bedeckt ist. Ist die Oberfla¨che hinreichend glatt, so agieren die Stufenkanten der
Defekte auf makroskopischer Skala als Liniendefekte, die die Umgebung so verzerren,
als ob an der Sto¨rstelle Kra¨fte an der Oberfla¨che angreifen, siehe Abbildung 2.1.
Ein gangbarer Weg, die elastischen Eigenschaften dieser Adatome, Inseln, Stufen und
anderer lokalisierter Oberfla¨chendefekte auf einem sonst ebenen Substrat zu charak-
terisieren, ist, ihre Wirkung auf das Substrat in Form einer Kraftdichte auszudru¨cken,
die auf ein ebenes Substrat wirkt. Damit ist man in der Lage, Wechselwirkungsener-
gien mit Hilfe der Greenschen Funktion des elastischen Halbraums (2.24) u¨ber (2.23)
zu berechnen. Sind diese Kraftdichten lokalisiert, so lassen sie sich – und damit auch
die sie verursachenden Objekte – na¨herungsweise durch Multipole charakterisieren.
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Abbildung 2.1: Idealisierung von homoepitaktischen Defekten: Auf makroskopi-
scher Skala (rechts) ist die mikroskopische Stufe (links) nur ein Liniendefekt. Die
an der Stufe auftretenden Verzerrungen ko¨nnen durch Kraftdichten in der Na¨he
des Liniendefektes ausgedru¨ckt werden. Aus Symmetriegru¨nden ko¨nnen nur Kraft-
Dipolmomente an der Stufenkante wirken.
Hat man zwei um die Punkte rAi und r
B
i auf der Oberfla¨che lokalisierte Kraftdichten
fAi (r) und f
B
i (r), so kann man fu¨r die Wechselwirkungsenergie eine Multipolentwick-
lung der Form
UAB = −
∫∫
d2r d2r′ fAi (r)f
B
j (r
′)Gij(r − r′)
= −
∫∫
d2r d2r′ fAi (r)f
B
j (r
′)
{
Gij(r
A − rB)
+∂kGij(r
A − rB) [(rk − rAk )− (r′k − rBk )]
−∂k∂lGij(rA − rB)(rk − rAk )(r′l − rBl ) + . . .
}
(2.25)
durchfu¨hren. Da die Terme mit der Greenschen Funktion nur noch vom Relativab-
stand rA− rB und nicht mehr von der Integrationsvariablen abha¨ngen, ergeben sich
durch Integration die Momente der Kraftdichten.
Mit der Definition des Kraft-Monopolmoments
M
A/B
i =
∫
d2r f
A/B
i (r) (2.26)
und des Kraft-Dipolmoments
D
A/B
ij =
∫
d2r (rj − rA/Bj )fA/Bi (r) (2.27)
la¨sst sich die Energie durch die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Multipol-
momenten ausdru¨cken
UAB = Gij(r
A − rB)MAi MBj (2.28)
+∂kGij(r
A − rB)[MAi DBjk −DAikMBj ] (2.29)
∂k∂lGij(r
A − rB)DAikDBjl . (2.30)
2.2. ELASTISCHE WECHSELWIRKUNGEN AUF
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Deformation des Substrats durch Ad-
sorbatatome. In diesem Fall ist ein Auseinanderdru¨cken des Substrats gezeigt. Die
Wirkung ko¨nnte aber auch genauso gut ein Zusammenziehen sein. Fu¨r identische
Adsorbatatome entsteht eine langreichweitige repulsive Wechselwirkung, die durch
elastische Kraft-Dipole beschrieben werden kann.
Der erste Term in Gleichung (2.28) ist die Wechselwirkung zwischen Kraft-Mono-
polen, die mit der gleichen Potenz des Abstandes r = |rA − rB| abfa¨llt wie die
Greensche Funktion, also wie 1/r. Aufgrund der auftretenden Ableitungen skalieren
die Wechselwirkungen zwischen Dipol und Monopol (2.29) mit dem Abstand wie 1/r2
und die Wechselwirkung zwischen zwei Dipolen (2.30) wie 1/r3.
Elastische Monopole
Im einfachsten Fall entspricht ein elastischer Kraft-Monopol dem Vektor einer an
einem einzelnen Punkt auf der Oberfla¨che angreifenden Kraft. Homoepitaktische De-
fekte sollten jedoch keine resultierende Gesamtkraft auf die Kristalloberfla¨che aufbrin-
gen ko¨nnen. So ist aus Symmetriegru¨nden das Monopolmoment eines Adsorbatatoms
gleich Null. Ebenso verschwinden elastische Monopole an Stufenkanten im Rahmen
der Homoepitaxie. Erst im Rahmen der Heteroepitaxie sind Monopole von entschei-
dender Bedeutung.
Elastische Dipole
Die Wirkung eines einzelnen Adsorbatatoms auf ein Substrat kann durch ein Dipol-
moment beschrieben werden. Aus offensichtlichen Gru¨nden kann durch das Adsor-
batatom keine resultierende Gesamtkraft auf das Substrat aufgebracht werden. Das
Monopolmoment verschwindet. In fu¨hrender Ordnung wird das Adsorbatatom folglich
durch ein Dipolmoment beschrieben. Aus der Tatsache, dass ein einzelnes Adsorbat-
atom kein Drehmoment auf das Adsorbat aufbringen kann, folgt die Symmetrie des
Dipoltensors Dij = Dji. Dann ist aber auch mit 0 =
∫
zfid
3r der Dipoltensor wegen
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Dzi = Diz = 0 auf zwei Dimensionen beschra¨nkt. In diesem Fall ist das entsprechende
Wechselwirkungselement ∂k∂lGij(r) gegeben durch
∂k∂lGij(r) =
1 + σ
2πE
{
2(1− σ)
[
3
rlrkδij
r5
− δlkδij
r3
]
+ 2σ
[
δljδki + δliδkj
r3
−3 δikrlrj + δjkrirl + δljrirk + δlirjrk + δlkrirj
r5
+ 15
rlrkrirj
r7
]}
. (2.31)
Dieser Zusammenhang gilt streng genommen jedoch nur fu¨r i, j, k, l ∈ {x, y}. Es
handelt sich nicht um die allgemeine Ableitung der Greenschen Funktion.
Mit der Forderung nach elastischer Isotropie des Adsorbatatoms sind auch die Dia-
gonalelemente des Dipoltensors identisch, und fu¨r µ, ν = x, y gilt Dµν = Dδµν . Die
Gro¨ße D heißt Dipolmoment. Unter dieser Annahme vereinfacht sich der Ausdruck
(2.31) erheblich. Es gilt
δljδki∂k∂lGij(r) =
1− σ2
πE
1
r3
. (2.32)
Unter diesen Voraussetzungen la¨sst sich die Wechselwirkungsenergie zweier elastischer
Dipole im Abstand r auf dem halbunendlichen Substrat berechnen. Da die Deformati-
onsenergie eine quadratische Form in den Verschiebungsfeldern ist, ergeben sich zwei
vom Abstand r unabha¨ngige Terme, die der Selbstenergie eines elastischen Dipols
entsprechen, sowie ein vom Abstand r abha¨ngender gemischter Term, die Wechsel-
wirkungsenergie der zwei Dipole. Fu¨r identische Adsorbatatome [16, 17] findet man
eine Wechselwirkungsenergie Uint mit
Uint(r) =
U0
r3
und U0 =
1− σ2
πE
D2. (2.33)
Die Wechselwirkung zwischen identischen Adatomen ist folglich immer repulsiv. Ab-
bildung 2.2 skizziert die Wirkung der Adsorbatatome auf das Substrat und die hier-
durch hervorgerufene Wechselwirkung. Diese langreichweitige elastische Wechselwir-
kung vernachla¨ssigt jegliche Eigenschaften eines zu Grunde gelegten Gitters und geht
vom Substrat als elastisches Kontinuum aus. Warum aber macht dies bei einem Git-
termodell Sinn, bei dem die Kraftdichte auf der Skala eines Atomabstandes auf-
gebracht wird, einer Skala, auf der die Kontinuumsannahme sicherlich nicht mehr
gerechtfertigt ist? Es ist offensichtlich, dass die Situation auf der Skala von wenigen
Gittereinheiten anders aussieht als in (2.33) beschrieben. Es gibt wahrscheinlich eine
Vielzahl von lokalen Korrekturen, die von den speziellen Gegebenheiten des Gitters
und der lokalen Elektronendichte und anderen mikroskopischen Details abha¨ngen.
Auch im Rahmen der Kontinuumsna¨herung gibt es Korrekturen von ho¨herer Ord-
nung als das Dipolfeld. Unbeeindruckt von mikroskopischen Details ist jedoch die Di-
polwechselwirkung der erste nicht verschwindende Term einer Multipolentwicklung
eines sich makroskopisch ergebenden Verzerrungsfeldes. Dieser bestimmt fu¨r große
Absta¨nde das Verhalten der Wechselwirkungsenergie gegenu¨ber Termen ho¨herer Ord-
nung, unabha¨ngig von der Wahl eines speziellen Substrats oder Adsorbats. Gleicher-
maßen ist die Forderung nach elastischer Isotropie des Adsorbatatoms gerechtfertigt,
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Abbildung 2.3: Idealisierung von heteroepitaktischen Defekten: Auf makroskopischer
Skala (rechts) ist die mikroskopische Stufe (links) nur ein Liniendefekt. Die an der
Stufe auftretenden Verzerrungen ko¨nnen durch Kraftdichten in der Na¨he des Lini-
endefektes ausgedru¨ckt werden. In diesem Fall greift an der Stufenkante ein Kraft-
Monopolmoment an.
wenn nur universelle Systemeigenschaften Gegenstand der Untersuchung sind. Im
Umfeld eines diskreten Modells, bei dem wir gezwungen sind, eine Gitterstruktur und
damit eine Anisotropie einzufu¨hren, wu¨rde die Winkelabha¨ngigkeit nur eine zusa¨tz-
liche Quelle von Anisotropie bedeuten, die das System weiter verkompliziert und an
den universellen Systemeigenschaften vermutlich nichts a¨ndert. Auch wenn neuere
Untersuchungen u¨ber die Wechselwirkung von Defekten an du¨nnen Filmen [18, 19]
zeigen, dass auch langreichweitigere Wechselwirkungen proportional zu r−2 auftreten
ko¨nnen, so stellt dieser Fall starke Forderungen an die Winkelabha¨ngigkeit der von
den Adsorbatatomen aufgebrachten Kraftdichten. Wahrscheinlich dominiert deshalb
in den meisten Fa¨llen ein Term proportional zu r−3 das Verhalten.
2.2.2 Heteroepitaxie
In der Heteroepitaxie unterscheidet sich das Adsorbat vom Substrat und hat damit
im Allgemeinen auch einen abweichenden Gitterparameter. Lagert es sich dennoch
koha¨rent an, so liegt offensichtlich eine laterale Streckung oder Stauchung vor. Die
auf das Substrat wirkenden Kra¨fte ko¨nnen als Kraft-Monopole idealisiert werden,
deren Wechselwirkungsenergie sich im Sinne von Gleichung (2.28) berechnen la¨sst.
Im Allgemeinen wird angenommen, dass an der Stufenkante keine Kra¨fte orthogonal
zur Oberfla¨che wirken. Aus dem 1/r-Verhalten der Greenschen Funktion
Gij(r)|rz=0 =
1 + σ
2πE
1
r
[
2(1− σ)δij + 2σrirj
r2
]
(2.34)
ergibt sich dann durch Aufintegration der Linienelemente eine logarithmische Wech-
selwirkung zwischen parallelen Stufen. Gleichnamige Stufen ziehen sich an. Bei un-
gleichnamigen Stufen ist die Wechselwirkung repulsiv. Details zur heteroepitaktischen
Stufenwechselwirkung finden sich in Kapitel 5.2.2.
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Ist die laterale Ausdehnung der Adsorbatschicht nicht sehr viel gro¨ßer als die Dicke
der Schicht, so ist die Approximation als Liniendefekt ho¨chst fragwu¨rdig. In diesem
Fall muss man intensiver der Frage nachgehen, auf welche Weise die elastischen Ver-
zerrungen an der Stufenkante in Richtung orthogonal zur Kristalloberfla¨che relaxie-
ren. Wir verzichten an dieser Stelle auf eine weitergehende Diskussion und verweisen
auf [20]. Einer der unbekannten Faktoren ist die Selbstenergie der Stufe, die sich
letztlich nicht von der Linienenergie der Stufe trennen la¨sst. Elastische Verzerrungen
haben einen nachweisbaren Einfluss auf die Stufenenergie [21].
2.3 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurden die Grundlagen der linearen Elastizita¨tstheorie vorgestellt
und auf das Konzept der Linien- und Punktdefekte eingegangen.
Mit Gleichung (2.33) ergibt sich fu¨r Adsorbatatome auf einer Substratoberfla¨che ei-
ne effektive 1/r3-Wechselwirkung. Sind Adsorbat und Substrat wie im Fall der He-
teroepitaxie verschieden, so la¨sst sich die aufgebrachte Kraftdichte als Resultat des
unterschiedlichen Gitterabstandes verstehen. In diesem Zusammenhang muss jedoch
bemerkt werden, dass sich auch bei gleichem Gitterabstand eine Kraftdichte mit Di-
polwirkung ergibt. Diese kann nur u¨ber die Sto¨rung der Elektronenstruktur der Sub-
stratoberfla¨che durch das Adsorbatatom verstanden werden und ist viel kleiner als
im Fall der Heteroepitaxie. Das Konzept der einfachen Kraft-Dipol-Wechselwirkung
zwischen Adatomen reicht auch bei fraktalen Inseln in der ersten Monolage auf dem
Substrat aus. Die Implikationen von elastischen Effekten fu¨r das Wachstum im Be-
reich des so genannten Submonolagenwachstums werden in den folgenden Kapiteln 3
und 4 der Einfachheit halber auf Basis dieser hier ausreichend diskutierten Dipolwech-
selwirkung analysiert. Ein Konzept fu¨r Wechselwirkungen zwischen Adsorbatatomen
aus verschiedenen Lagen wird im darauf folgenden Kapitel 5 erarbeitet.
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Kapitel 3
Fraktales Wachstum
Aus diffundierenden Teilchen auf einer Oberfla¨che, die sich bei Kontakt aneinander
anlagern, ko¨nnen vera¨stelte, selbsta¨hnliche Cluster-Strukturen entstehen. Dabei ist
die Art der Struktur in gewisser Weise unabha¨ngig von mikroskopischen Eigenschaf-
ten. Es ist also fu¨r die Struktur der Cluster unerheblich, ob es sich bei den Teilchen
um einzelne Atome oder um komplizierte organische Moleku¨le handelt. Es ist viel-
mehr der Diffusionsprozess und das mit der Zufa¨lligkeit der Anlagerung von Teilchen
verbundene Rauschen, welches die fraktalen Strukturen erzeugt.
In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, ob die langreichweitige repulsive 1/r3-
Wechselwirkung zwischen Adsorbat-Atomen aus Kapitel 2 die makroskopischen Ei-
genschaften dieser Strukturen beeinflusst, oder ob es sich hierbei nur um ein weiteres
mikroskopisches Detail handelt, dessen Wirkung auf einer makroskopischen Skala
verschwindet.
3.1 Motivation
Niedrige Depositionsraten in Verbindung mit einer geringen Oberfla¨chenmobilita¨t
fu¨hren zur Bildung von weit verzweigten, flachen Adsorbat-Clustern, solange die Be-
deckung der Oberfla¨che klein bleibt. Dieser Prozess ist ausfu¨hrlich unter dem Namen
Diffusion Limited Aggregation (DLA) untersucht worden [22–25].
Das DLA-Modell ist in seiner Struktur einfach gehalten. Ein unbewegliches Adatom
– der Keim fu¨r den Cluster – befindet sich an einer bestimmten Stelle auf dem zu
Grunde liegenden Gitter. Nacheinander werden nun andere Adatome unendlich weit
entfernt vom Keim auf die Oberfla¨che gesetzt und diffundieren, bis sie den Cluster
beru¨hren und selbst ein Teil des Clusters werden. Der Prozess der Anlagerung wird als
irreversibel betrachtet. Ist das diffundierende Atom Teil des Clusters geworden, wird
das na¨chste Adsorbatatom auf die Oberfla¨che gesetzt. In der einfachsten Realisierung
werden Adatome an einem Start-Radius auf das zu Grunde gelegte Gitter gesetzt und
durchlaufen einen Random Walk, bis sie in den Cluster eingebaut werden oder einen
maximalen Abstand vom Cluster u¨berschreiten und dann vom Gitter entfernt werden.
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(a) Modell-Skizze (b) DLA-Cluster
Abbildung 3.1: Das DLA-Modell und ein typischer DLA-Cluster.
Das Wachstumsmodell produziert vera¨stelte, selbsta¨hnliche Strukturen, welche sich
u¨ber ihre so genannte fraktale Dimension charakterisieren lassen. Die fraktale Di-
mension eines Objektes kann mit dem Boxcounting-Verfahren, aus dem Verhalten
des so genannten Gyrations-Radius [26] oder aus der radialen Korrelationsfunktion
bestimmt werden.
Fu¨r alle im Weiteren auftretenden praktischen Belange bedeutet dies, dass die durch
Γ(r) =
〈ρ(r′)ρ(r′ + r)〉r′,|r|=r
〈ρ(r′)ρ(r′)〉r′,|r|=r (3.1)
definierte radiale Korrelationsfunktion des Clusters auf bestimmten Skalenbereichen
einem Potenzgesetz der Form
Γ(r) ∼ rdeff−2 (3.2)
genu¨gt. Anhand des Exponenten kann der Struktur auf dem betrachteten Skalen-
bereich eine effektive fraktale Dimension deff zugeordnet werden. Bei DLA-Clustern
bietet es sich an, alternativ zur Korrelationsfunktion die radiale Dichteverteilung ρ(r)
vom Ursprung des Clusters aus zu betrachten. Diese geht aus der radialen Korrela-
tionsfunktion hervor, wenn man die Mittelung bezu¨glich des Offsets r′ wegla¨sst und
stattdessen nur den Erwartungswert der Dichte bezu¨glich des festen Ursprungs r′ = 0
betrachtet
ρ(r) = 〈ρ(r)〉|r|=r. (3.3)
Diese radiale Dichteverteilung weist ein identisches Potenzgesetzverhalten auf wie die
Korrelationsfunktion.
Entgegen der anfa¨nglichen Vermutung, DLA sei universal, ist die Struktur von DLA-
Clustern offenbar nicht unabha¨ngig vom Gittertyp, auf dem die Cluster entstanden
sind. Insbesondere entspricht das Potenzgesetzverhalten nicht einer einheitlichen frak-
talen Dimension df , sowohl im Vergleich verschiedener zu Grunde gelegter Gitter, als
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Abbildung 3.2: DLA-Cluster mit repulsiver Wechselwirkung und Crossover-Verhalten
eines Cluster bei U0/T = 2, entnommen aus [31]. Die lateralen Abmessungen sind
als Vielfaches der Gitterkonstanten angegeben.
auch im Vergleich verschieden großer Cluster bei identischem Gitter. Es gibt Ansa¨tze,
von der Anisotropie des Gitters ausgehend eine asymptotische fraktale Dimension zu
bestimmen. L.A.Turkevich und H. Scher [27] sagen fu¨r das Quadratgitter eine durch
die Anisotropie bestimmte asymptotische fraktale Dimension von df = 5/3 voraus.
Experimentell fand dieser Wert noch keine Besta¨tigung.
In Computersimulationen auf einem Quadratgitter wurde die effektive fraktale Di-
mension von Clustern der im Folgenden relevanten Gro¨ße bestimmt und mit df =
1.695 ± 0.002 [24] angegeben. Eine Simulation ohne zu Grunde gelegtes Gitter [28]
ergab eine fraktale Dimension df = 1.715± 0.002. Es ist erwiesen, dass die fraktale
Dimension von DLA entscheidend vom Gitter abha¨ngt, auf dem das Modell definiert
wird. Die Abha¨ngigkeit der fraktalen Dimension von der Gro¨ße des Clusters und da-
mit verbunden die Frage der Multifraktalita¨t von DLA-Clustern ist jedoch nicht ganz
gekla¨rt [25, 29, 30].
3.2 DLA mit elastischer Wechselwirkung
Wie in Kapitel 2 gezeigt, la¨sst sich aus der Elastizita¨tstheorie ein isotropes Wechsel-
wirkungspotential herleiten, u¨ber das Adsorbatatome durch elastische Deformation
des Substrats miteinander wechselwirken. Die Wechselwirkungsenergie U zwischen
zwei Adsorbatatomen ha¨ngt dabei nur vom Abstand r der beiden Adsorbatatome ab
und ist gegeben durch
U(r) =
U0
r3
. (3.4)
Vor dem Hintergrund, dass sowohl die Laplace-Gleichung als auch die elastische Wech-
selwirkung (3.4) keine intrinsisch gegebene La¨ngenskala besitzen, stellt sich die Frage,
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Abbildung 3.3: Abha¨ngigkeiten der effektiven fraktalen Dimension, sowie des Vorfak-
tors der radialen Dichteverteilung im schwach fraktalen Bereich von DLA-Clustern,
entnommen aus [31]. Der Cutoff ist in Gittereinheiten (GE) angegeben.
in welcher Weise die Anwesenheit dieser relativ langreichweitigen Wechselwirkung
die Struktur der Cluster beeinflusst. Die Simulation mit repulsivem Potential von
J. Steinbrecher [31] lieferte Cluster, siehe Abbildung 3.2(a), die auf den ersten Blick
dichter sind als normale DLA-Cluster, wie in Abbildung 3.1(b) gezeigt. Dies macht
sich in der Korrelationsfunktion bemerkbar, die im Bereich bis zu einer kritischen
La¨nge einer ho¨heren fraktalen Dimension entspricht, siehe Abbildung 3.3. Die effek-
tive fraktale Dimension strebt mit sta¨rker werdender Repulsion immer mehr gegen
den Wert df = 2, d. h. der Cluster wird immer kompakter. Wie aus den Graphen
ersichtlich ist, wurden auch die Auswirkungen einer endlichen Reichweite des Wech-
selwirkungspotentials untersucht.
Geht man zu gro¨ßeren Clustern u¨ber, stellt man fest, dass die Korrelationsfunktion
abknickt und oberhalb der charakteristischen La¨nge wieder der fraktalen Dimension
von DLA ohne Wechselwirkung entspricht. Abbildung 3.2(b) zeigt das Verhalten der
radialen Dichteverteilung. Unterhalb einer charakteristischen La¨nge ξ entspricht das
Verhalten der in Abbildung 3.3 gezeigten effektiven fraktalen Dimension. Oberhalb
der La¨nge ξ ergibt sich wieder ein Potenzgesetz mit einer fraktalen Dimension df ≈
1.7.
Das Erstaunliche ist, dass ein System ohne intrinsische La¨ngenskala hier eine Cross-
over-La¨nge generiert. Es ist zuna¨chst nicht klar, wie diese La¨ngenskala entsteht. Einen
ersten Anhaltspunkt liefert die Vermutung, dass sich im Vergleich zu normalem DLA
das Verha¨ltnis der Wachstumsgeschwindigkeiten von exponierten Bereichen und dem
Inneren des Clusters vera¨ndert. Wenn das Wachstum der Spitzen unterdru¨ckt wird,
spielt es eine gro¨ßere Rolle, wie tief Adsorbatatome in den Cluster hineindiffundie-
ren ko¨nnen. Wenn man sich die Topologie eines Clusters vor Augen fu¨hrt, begrenzen
Clusterarme eine von außen zuga¨ngliche zerklu¨ftete Fla¨che, die wir deshalb hier als
Fjord bezeichnen wollen. Ein Teilchen, welches sich nun am Eingang dieses Fjords
befindet, wird durch die Repulsion der Clusterarme versta¨rkt in einen solchen Fjord
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Abbildung 3.4: Generierung der La¨ngenskala ξ durch eine repulsive Wechselwirkung.
hineindiffundieren. Diese Situation ist schematisch in Abbildung 3.4 verdeutlicht. In
diesem Fjord ist die Diffusion in Richtung der Arme unterdru¨ckt durch eine Ener-
giebarriere Uˆ . Es vergeht daher eine charakteristische Zeit τ ∼ exp(Uˆ/T ), bis das
Gitter-Gas-Atom diese Barriere u¨berwindet und sich an einen der beiden Clusterar-
me anlagert. Wa¨hrend dieser Zeit τ diffundiert das Teilchen entlang des Fjords und
legt dabei im Mittel eine Strecke der La¨nge ξ mit ξ2 ∼ τ zuru¨ck. Daraus ergibt sich
die mittlere Eindringtiefe in einen solchen Fjord zu
ξ ∼ rw exp
(
Uˆ
2T
)
. (3.5)
Macht man einfache Annahmen u¨ber die Energiebarriere Uˆ ≈ 3.3U0 und die Breite
der Fjorde rw ≈ 5, so stellt man fest, dass diese La¨ngenskala ξ in der Gro¨ßenordnung
der Crossover-La¨nge liegt. Details hierzu finden sich in [31].
Der Mechanismus legt somit nahe, warum das Crossover-Verhalten in der radia-
len Dichteverteilung existiert. Das Wachstum der Spitzen ist gebremst, die Teilchen
ko¨nnen tiefer in den Cluster eindringen, jedoch nur bis zu einer charakteristischen
La¨nge ξ, die als mittlere Eindringtiefe verstanden werden kann. Eine detaillierte
Untersuchung der Crossover-La¨nge ξ ist jedoch mit Schwierigkeiten verbunden, da
sie exponentiell von der Wechselwirkungssta¨rke abha¨ngt. Mit sta¨rkerer Repulsion
mu¨ssen auch exponentiell gro¨ßere Cluster untersucht werden. Ist die Wechselwirkung
schwa¨cher, so ist der Crossover nicht zu lokalisieren, da sich die effektiven fraktalen
Dimensionen zu wenig unterscheiden.
3.3 Wachstum einer fraktalen Cluster-Front
Wa¨hrend DLA-Cluster durch sukzessive Diffusion und Anlagerung von einzelnen
Adatomen wachsen, beru¨cksichtigt das auf [31] basierende Vielteilchen-Modell die
Wechselwirkungen zwischen vielen gleichzeitig diffundierenden Adsorbatatomen und
modelliert das Wachstum einer fraktalen Stufe auf dem Substrat. Von den Arbeiten
Seite: 22 KAPITEL 3. FRAKTALES WACHSTUM
Abbildung 3.5: Fraktale Cluster, gewachsen aus einem Gitter-Gas der Dichte ng = 0.3.
Von links nach rechts nimmt die elastische Wechselwirkungssta¨rke zu. Die Kanalbreite
betra¨gt L = 1024 Gittereinheiten [32].
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von M.Uwaha und Y. Saito [33] ausgehend, werden hiermit die Eigenschaften des
stationa¨ren Wachstums eines Clusters untersucht, der in einem Kanal der Breite L
wa¨chst. Weit entfernt von der Wachstumsfront wird dem aus einzelnen Adsorbatato-
men bestehenden Gitter-Gas eine Dichte ng fest vorgegeben. Vorarbeiten hierzu (z. B.
Abbildung 3.5) wurden im Rahmen meiner Diplomarbeit [32] durchgefu¨hrt, die Ska-
lenrelation (z. B. Abbildung 3.8) ist im Rahmen der gegenwa¨rtigen Arbeit gefunden
worden [34].
Dem System liegt wiederum ein zweidimensionales Quadratgitter zu Grunde. Die
Adsorbatatome durchlaufen einen Random Walk, bis sie an ein Cluster-Atom stoßen
und irreversibel in den Cluster eingebaut werden. Kollisionen von diffundierenden
Adatomen bilden keine neuen Cluster-Keime. Gestartet wird mit einer Cluster-Linie
an einem Ende des Wachstumskanals und einem auf dem Gitter zufa¨llig verteilten
Gitter-Gas. Der Cluster beginnt zu wachsen und vor dem Cluster bildet sich eine
Verarmungszone aus.
Im stationa¨ren Regime ru¨ckt die Cluster-Front mit einer konstanten Geschwindigkeit
V vor, welche mit sta¨rker werdender elastischer Wechselwirkung abnimmt. Die ent-
stehenden Cluster haben eine verzweigte Struktur und sind DLA-Clustern auf kurzen
La¨ngenskalen sehr a¨hnlich.
Aufgrund der Stationarita¨t des Wachstums und der Materialerhaltung muss die mitt-
lere Dichte des Clusters ns = 〈ρ(r)〉 mit der vorgegebenen Dichte ng des Gitter-Gases
u¨bereinstimmen. Deshalb kann die Struktur des Clusters auf großen La¨ngenskalen
nicht mehr fraktal bleiben. Die Clusterteilchen sind fu¨r große Absta¨nde unkorreliert,
und die normalisierte Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion
Γ(r) =
〈ρ(r′)ρ(r′ + r)〉r′
〈ρ(r′)ρ(r′)〉r′
na¨hert sich einem Wert a¨quivalent zur mittleren Dichte des Gases ng. Beru¨cksichtigt
man, dass sich die effektive fraktale Dimension des Clusters bei einer La¨ngenskala ξ
a¨ndert, kann die Korrelationsfunktion abha¨ngig vom relevanten Regime durch unter-
schiedliche Potenzgesetze charakterisiert werden, siehe Abbildung 3.6, und geht fu¨r
Absta¨nde gro¨ßer als die Korrelationsla¨nge R in eine Konstante u¨ber.
Das Skalenverhalten der Wachstumsgeschwindigkeit im Uwaha-Saito-Modell wird fu¨r
geringe Dichten vom Verhalten der Korrelationsfunktion im Regime Γ(ξ  r  R)
bestimmt. Der Exponent ist recht gut bekannt, da er mit der asymptotischen fraktalen
Dimension dDLA von DLA verknu¨pft ist. Der Vorfaktor ΓDLA ha¨ngt von der Sta¨rke
der elastischen Wechselwirkung U0/T ab und steigt mit sta¨rker werdender Repulsion
an.
Kennt man den Vorfaktor Γeff und die auf kurzen Absta¨nden erho¨hte effektive fraktale
Dimension deff sowie die Crossover-La¨nge ξ mit hinreichender Genauigkeit, so kann
die Gro¨ße ΓDLA aus der Anschlussbedingung fu¨r die beiden Potenzgesetze an der
Stelle Γ(r = ξ)
ΓDLA
(
ξ
a
)dDLA
= Γeff
(
ξ
a
)deff
(3.6)
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Abbildung 3.6: Skizze der radialen Korrelationsfunktion Γ eines Clusters. Die Kor-
relationsfunktion kann durch Potenzgesetze beschrieben werden und geht fu¨r große
Absta¨nde gegen eine Konstante, die von der gegebenen Dichte ng abha¨ngt.
bestimmt werden.
Da der Cluster mit einer stationa¨ren Geschwindigkeit wa¨chst, ist er auf La¨ngenskalen
r  R homogen und nimmt eine mittlere Dichte ng an. Befindet man sich im Bereich
r  ξ, so ist die Korrelationsfunktion durch
Γ(ξ  r  R) = ΓDLA
(r
a
)dDLA−2
(3.7)
gegeben. Geht man zu gro¨ßeren Absta¨nden u¨ber, gilt
Γ(r  R) = ng. (3.8)
Letzteres ist der Fall, da die lokale Dichte in diesem diskreten Modell ρ(r) einen der
beiden Werte ρ(r) = 1 oder ρ(r) = 0 annimmt und die Korrelationsfunktion durch
〈ρ2(r′)〉r′ = 〈ρ(r′)〉r′ = ng normiert wird, wa¨hrend sich die Korrelationen fu¨r große r
wie 〈ρ(r′)ρ(r′ + r)〉r′ ≈ 〈ρ(r′)〉r′〈ρ(r′)〉r′ = n2g verhalten.
Der U¨bergang von fraktalem zu homogenen Verhalten definiert eine La¨ngenskala R,
die Korrelationsla¨nge des Clusters. Das folgt aus den Gleichungen (3.7) und (3.8).
Die La¨ngenskala R ha¨ngt von der gegebenen Dichte des Gitter-Gases ng gema¨ß
R
a
=
(
ng
ΓDLA
) 1
dDLA−2
(3.9)
ab. Die skalierte Geschwindigkeit V/Deff definiert dann die Diffusionsla¨nge
l =
Deff
V
(3.10)
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Abbildung 3.7: Effektive Diffusionskonstante Deff als Funktion der Dichte berechnet
aus der Autokorrelation eines Adatoms Deff = 〈(r(t)− r(0))2〉/(4t) fu¨r lange Zeiten
t.
als charakteristische La¨nge der Verarmungszone vor der Cluster-Front. Man beachte,
dass die Vera¨nderungen in der Teilchenmobilita¨t durch die effektive Diffusionskon-
stante Deff beru¨cksichtigt werden, welche im Limes geringer Dichte ng → 0 konstant
wird, siehe Abbildung 3.7.
Das folgende Argument basiert auf der Annahme, dass die Crossover-La¨nge ξ fu¨r
R ξ nur zu einer weiteren mikroskopischen La¨ngenskala zusa¨tzlich zur schon vor-
handenen Gitterkonstanten a wird und deshalb keinen Einfluss auf das makroskopi-
sche Verhalten haben sollte. Der Skalenargumenten eigenen Logik folgend mu¨ssen die
La¨ngen R und l dann miteinander verwandt sein.
Das Diffusionsfeld vor der Front des wachsenden Clusters ist na¨herungsweise durch
die Laplace-Gleichung gegeben. Diese entspricht dem stationa¨ren Grenzfall der Diffu-
sionsgleichung. Dann wird das Diffusionsfeld durch die gewundene Front des Clusters
gesto¨rt. In einem sehr groben Bild kann man fu¨r das folgende Argument von einer
periodischen Sto¨rung der Wellenla¨nge λ = 2R ausgehen. Eine solche Sto¨rung propor-
tional zu cos(2π x/λ) wird dann exponentiell wie exp(−2π z/λ) in das Innere des Ga-
ses hinein relaxieren. Mit der Definition der Diffusionsla¨nge l, siehe Gleichung (3.10),
gilt dann l ∼ λ/2π und damit l = R/π. Hieraus folgt sofort
V
Deff
∼ π
(
ng
ΓDLA
) 1
2−dDLA
. (3.11)
Mit dem Resultat aus Gleichung (3.6) kann die skalierte Geschwindigkeit V/Deff
durch die gemessenen Gro¨ßen Γeff und deff und durch die Crossover-La¨nge ξ, gege-
ben durch Gleichung (3.5), ausgedru¨ckt werden. Deshalb verha¨lt sich die skalierte
Seite: 26 KAPITEL 3. FRAKTALES WACHSTUM
0.1 1
Gasdichte
100
101
102
103
vo
lls
t. 
sk
al
. G
es
ch
wi
nd
ig
ke
it
U0/T=0
U0/T=1
U0/T=2
U0/T=3
U0/T=4
Abbildung 3.8: Abweichungen vom asymptotisch erwarteten Skalenverhalten. Die linke
Seite von Gleichung (3.13) ist gegen die Dichte ng des Gitter-Gases aufgetragen [34].
Geschwindigkeit im Limes kleiner Dichten wie
V
Deff
∼ π
[(
ξ
a
)−∆df ng
Γeff
] 1
2−dDLA
(3.12)
mit ∆df = deff − dDLA.
Um die Abweichungen vom asymptotischen Skalenverhalten zu zeigen, betrachten wir
die
”
vollsta¨ndig skalierte Geschwindigkeit“
V
Deff
1
π
[(
ξ
a
)−∆df ng
Γeff
]− 1
2−dDLA
∼ 1, (3.13)
welche sich im Limes ng → 0 einer Konstante der Ordnung O(1) anna¨hert. Die linke
Seite von Gleichung (3.13) ist in Abbildung 3.8 aufgetragen.
Da der Vorfaktor ρeff der radialen Dichte ρ(r) eines DLA-Clusters mit ho¨herer Genau-
igkeit bekannt ist als Γeff , werden wir letzteren durch Γeff ≈ 2/3 ρeff approximieren, ein
Zusammenhang, der aus dem Fall ohne Wechselwirkung bekannt ist. Eine U¨bersicht
u¨ber die so erhaltenen Werte liefert Tabelle 3.1.
Startet man mit einer recht hohen Dichte ng ≈ 1/2, nimmt die Steigung der vollsta¨n-
dig skalierten Geschwindigkeit, siehe Abbildung. 3.8, mit sta¨rker werdender Wechsel-
wirkung zu. Die Abweichung ist in U¨bereinstimmung mit einer sich dem Wert deff = 2
na¨hernden effektiven fraktalen Dimension. In diesem Regime kann die Wachstumsge-
schwindigkeit durch die erho¨hte effektive fraktale Dimension charakterisiert werden.
Verringert man die Teilchendichte, nimmt die Steigung ebenfalls ab, begrenzt durch
die Steigung des nicht wechselwirkenden Systems U0/T = 0. Fu¨r eine relativ schwa-
che Wechselwirkung U0/T = 1 konvergiert die vollsta¨ndig skalierte Geschwindigkeit
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U0/T deff ρeff ξ ∆df ρDLA ΓDLA
0 1.705 0.61 5 0.00 0.60 0.40
1 1.745 0.60 26 0.025 0.68 0.46
2 1.85 0.43 136 0.135 0.88 0.58
3 1.95 0.33 706 0.235 1.65 1.10
4 1.98 0.26 3675 0.265 2.48 1.65
Tabelle 3.1: Abha¨ngigkeit der Gro¨ße ΓDLA und anderer Parameter von der Wechsel-
wirkungssta¨rke U0/T .
gegen denselben Wert wie das System mit U0/T = 0. Daraus la¨sst sich schließen,
dass im Grenzfall kleiner Dichten die Wachstumsgeschwindigkeit der Front durch
die fraktale Dimension des einfachen DLA-Clusters bestimmt wird. Fu¨r die ho¨heren
Wechselwirkungssta¨rken liegt der asymptotische Bereich bei sehr viel kleineren Dich-
ten ng, die der Simulation aufgrund des steigenden Aufwands nicht mehr zuga¨nglich
sind.
Eine genauere Analyse des Gitter-Gases fu¨hrt zu der Erkenntnis, dass das Gas in der
Na¨he der Dichte ng = 0.5 ebenfalls korreliert ist und dass die Korrelationsla¨nge des
Gases im Wettbewerb mit der Diffusionsla¨nge steht.
Der drastische Anstieg der Korrelation bei der Dichte ng = 0.5 kann als eine Art
Resonanz-Effekt verstanden werden. Es zeigt sich jedoch, dass fu¨r schwache Wech-
selwirkung U0/T  3 die Korrelationsla¨nge des Gases immer noch von der Ordnung
O(1) ist und somit vernachla¨ssigt werden kann. Fu¨r eine sta¨rkere Wechselwirkung
wird diese La¨ngenskala jedoch relevant und ist der Grund fu¨r das irregula¨re Verhal-
ten des Graphen fu¨r die Wechselwirkungssta¨rke U0/T = 4 in Abbildung 3.8.
3.4 Zusammenfassung
Im Falle der DLA-Cluster wird durch die elastische Repulsion eine neue La¨ngens-
kala generiert, welche die Struktur des Clusters in zwei Regime unterteilt. Fu¨r klei-
ne Absta¨nde fu¨hrt die elastische Wechselwirkung zu einer erho¨hten effektiven frak-
talen Dimension. Das asymptotische Verhalten der Struktur und damit die effektive
fraktale Dimension auf großen La¨ngenskalen bleibt jedoch unvera¨ndert, siehe Abbil-
dung 3.2(b).
Das Ergebnis unserer Simulation zeigt, dass die Identifizierung der Korrelationsla¨nge
des Clusters mit der Diffusionsla¨nge des Gittergases, auch in Anwesenheit elastischer
Wechselwirkung, ein wirksamer Mechanismus zur Selektion der Front-Geschwindig-
keit ist [34, 35]. Das Crossover-Verhalten der effektiven fraktalen Dimension von DLA
unter elastischer Wechselwirkung hat nachweislich einen starken Einfluss auf die Ei-
genschaften des fraktalen Wachstums. Erst fu¨r sehr kleine Teilchendichten wird das
Verhalten durch die asymptotischen Eigenschaften von DLA allein bestimmt. Der
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Vorfaktor des Skalengesetzes, siehe Gleichung (3.12), kann durch nicht universelle
Gro¨ßen ausgedru¨ckt werden, die von der Wechselwirkungssta¨rke abha¨ngen. Die Er-
gebnisse zeigen, dass die Anwesenheit einer elastischen Wechselwirkung das Verhalten
der fraktalen Wachstumsmodelle zum Teil erheblich verkompliziert, auch wenn ge-
wisse asymptotische Eigenschaften erhalten bleiben.
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Kapitel 4
Epitaktisches Wachstum im
Submonolagen-Bereich
Befasst sich das Kapitel 3 mit dem diffusiven Wachstum von einzelnen fraktalen
Clustern, so geht es hier um die Nukleation und das gleichzeitige Wachstum von
flachen Clustern auf einem Substrat. Wir werden der bisher unbeantworteten Frage
nachgehen, welchen Einfluss die vom Substrat vermittelte repulsive elastische 1/r3-
Wechselwirkung zwischen den Adsorbatatomen auf das Nukleationsverhalten der Clu-
ster hat. Die in diesem Kapitel pra¨sentierten Ergebnisse wurden in [36] vero¨ffentlicht.
Von der Wechselwirkung elastischer Kraft-Dipole auf einem Substrat ausgehend de-
finieren wir ein Monte-Carlo-Modell, welches im Anfangsstadium des epitaktischen
Wachstums in der Molekularstrahlepitaxie angesiedelt ist.
In der Analyse gehen wir zuna¨chst vom wechselwirkungsfreien Fall aus. Die Beschrei-
bung basiert dabei auf Raten-Gleichungen, aufgrund derer sich eine Aussage u¨ber die
Skaleneigenschaften der Cluster-Statistik in Form von Inselanzahlen und der Ober-
fla¨chendiffusionsrate treffen la¨sst. Im weiteren Verlauf wird diese Beschreibung um
die Effekte einer repulsiven elastischen Wechselwirkung erweitert.
Um eine effiziente Simulation der Vielteilchen-Diffusion unter langreichweitiger Wech-
selwirkung zu ermo¨glichen, findet ein Multigrid-Verfahren Anwendung, welches die
Ordnung des Aufwands drastisch reduziert. Das Ergebnis der Simulation zeigt bei-
spielsweise, dass mit steigender elastischer Wechselwirkung zwischen den adsorbier-
ten Atomen die Inselbildung behindert wird und die Nukleationsphase zu ho¨heren
Bedeckungen verschoben wird.
4.1 Motivation
Heteroepitaktisches Wachstum ist ein wichtiger Prozess fu¨r das generelle Versta¨ndnis
des Kristallwachstums [37–39] und fu¨r die Herstellung von Halbleiter-Bauelementen.
Seite: 30
KAPITEL 4. EPITAKTISCHES WACHSTUM IM
SUBMONOLAGEN-BEREICH
Es muss davon ausgegangen werden, dass in der Mehrzahl der Fa¨lle elastische Span-
nungen die Wachstumseigenschaften beeinflussen und eine Vielzahl von Wachstums-
morphologien entstehen lassen. Der Unterschied in den Gitterkonstanten zwischen
Adsorbat-Schichten und einem Substrat eines anderen Materials fu¨hrt zur Deforma-
tion von sowohl Substrat als auch Adsorbat.
Bis zu einer kritischen Gro¨ße wird das Adsorbat, abgesehen von einer lokalen A¨nde-
rung des Gitterparameters, die Struktur des Substrats u¨bernehmen. Diese koha¨ren-
te Gitter-Deformation fu¨hrt typischerweise zu einer langreichweitigen Wechselwir-
kung zwischen adsorbierten Atomen, die sich fu¨r große Absta¨nde r wie 1/r3 verha¨lt
[16, 17, 40, 41] und u¨ber das Substrat vermittelt wird.
Im Gegensatz zu anderen Systemen, bei denen die Deposition beispielsweise gepulst
erfolgt [42–45], und bei denen das Verha¨ltnis von der Zeit zwischen den Pulsen eine
entscheidende Rolle spielt, oder Systemen, bei denen die Deposition in einem sehr
kurzen Zeitraum – einem einzelnen Puls – erfolgt [1, 46], geht es im Folgenden um
eine fru¨he Stufe der Inselbildung in einem System mit vorgegebenem konstanten
Depositionsfluss. Im Grenzfall tiefer Temperaturen kann der Prozess der Desorption
vernachla¨ssigt werden. Die Anlagerung von Adatomen an schon bestehende Inseln ist
somit irreversibel.
Zuna¨chst folgt eine detaillierte Beschreibung des Modells und der Ergebnisse aus der
Monte-Carlo-Simulation. Danach folgt eine Skalentheorie, welche auf Ratengleichun-
gen und einigen wenigen einfachen Annahmen basiert und die wesentlichen Eigen-
schaften dieses Stadiums der Inselbildung wiedergibt.
4.2 Modellbeschreibung
Das System besteht aus einem zweidimensionalen quadratischen Gitter der Gro¨ße L×
L mit einer Gitterkonstante ∆x. Dieses Quadratgitter repra¨sentiert ein immer flach
bleibendes Substrat, das heißt im Verlauf der Simulation findet keine Umordnung
von Substrat-Atomen statt.
Diese zuna¨chst leere Kristalloberfla¨che ist nun einem konstanten Strom von Atomen
ausgesetzt, die sich dort anlagern. Im Rahmen dieses Modells zur Molekularstrahl-
epitaxie wird angenommen, dass der Depositionsprozess ballistisch ist, das heißt,
dass die Anlagerung zufa¨llig ist und die Wahrscheinlichkeit nicht von einem lokalen
chemischen Potential beeinflusst wird.
Die Depositionsrate F (gemessen als Anzahl von Atomen pro cm2 und Sekunde) ist
somit fu¨r alle Gitterpla¨tze gleich. Einzelne Adatome, nachfolgend oft auch Monomere
genannt, diffundieren auf dem Gitter. Sie unterliegen dabei einem langreichweitigen
Wechselwirkungspotential U0/r
3, welches durch die elastische Deformation des Sub-
strats verursacht und mit dem Abstand r schwa¨cher wird.
Es wird im Folgenden angenommen, dass die Temperatur T niedrig genug ist, um
eine kritische Inselgro¨ße von zwei Adsorbatatomen zu rechtfertigen, das heißt Inseln
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Abbildung 4.1: Einzelne Monomere werden zufa¨llig auf der Oberfla¨che deponiert, un-
terliegen der Wechselwirkung mit allen anderen Adsorbatatomen und diffundieren, bis
sie sich irreversibel an eine schon bestehende Insel anlagern oder mit einem anderen
Monomer eine neue unbewegliche Insel bilden.
aus mehr als zwei Teilchen sind stabil und ko¨nnen nicht wieder schrumpfen, sondern
nur durch Anlagerung wachsen. Mit anderen Worten bilden zwei Monomere, die sich
an einer Stelle auf dem Gitter treffen, sofort eine stabile unbewegliche Insel, ein so
genanntes Dimer, welches durch sukzessiven Einbau weiterer Monomere wa¨chst. Bei
ho¨heren Temperaturen wa¨ren dann auch Effekte wie die Diffusion von ganzen Inseln
zu beru¨cksichtigen.
Monomere ko¨nnen durch den ballistischen Depositionsprozess im Prinzip auch auf
einer schon existierenden Insel landen. In diesem Fall diffundieren sie einfach so-
lange auf der Insel, bis sie den Rand erreichen und aufgrund der Abwesenheit einer
Schwo¨bel-Barriere in der tieferen Lage sofort eingebaut werden oder bis sie mit einem
anderen Monomer eine Insel auf der schon bestehenden Insel bilden.
Um eine Form von elastischer Relaxation in den ho¨heren Lagen zu modellieren, nimmt
die elastische Wechselwirkung auf den ho¨heren Adsorbatschichten ab, und zwar ex-
ponentiell auf der Skala der mittleren Inselbreite. Fu¨r die nachfolgend diskutierten
Aspekte ist diese elastische Relaxation jedoch von untergeordneter Bedeutung, da
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ho¨here Lagen fu¨r Bedeckungen unter einer Monolage so gut wie keinen Einfluss ha-
ben.
Ausgehend von einem nackten Substrat wird zu Beginn eines jeden Zeitschrittes ∆t
eine feste Anzahl von Adsorbat-Teilchen N = AF∆t entsprechend des vorgegebenen
Depositionsflusses F auf das Substrat der Gro¨ße A = L2∆x2 aufgebracht.
Die Umsetzung der Monomer-Diffusion gehorcht den folgenden Regeln: Im Mittel be-
kommt jedes Monomer einmal pro Zeitschritt ∆t die Mo¨glichkeit eines Hu¨pfversuchs,
bei dem als Ziel einer der vier Nachbarpla¨tze zufa¨llig ausgewa¨hlt wird. Gema¨ß der
u¨blichen Vorgehensweise wird der Versuch mit einer Wahrscheinlichkeit p angenom-
men, welche von der A¨nderung der elastischen Energie ∆U abha¨ngt, und mit der
Wahrscheinlichkeit 1− p verworfen.
Aufgrund des hohen Akzeptanzverha¨ltnisses wird in dieser Implementierung das so
genannte Metropolis-Verfahren [47] verwendet. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels
wird die Temperatur T in Einheiten der Energie angegeben (kB = 1). Ist die A¨nde-
rung der Energie negativ ∆U/T < 0, so wird der Versuch in jedem Fall akzeptiert
und es gilt p = 1. Kostet der Schritt Energie ∆U/T ≥ 0, so wird der Versuch mit
der Wahrscheinlichkeit p = exp(−∆U/T ) akzeptiert. Formal la¨sst sich folglich die
Akzeptanzwahrscheinlichkeit in der Form
p = min[1, exp(−∆U/T )] (4.1)
schreiben.
Im makroskopischen Limes gehorcht die Aufenthaltswahrscheinlichkeit p(r, t) der
hu¨pfenden Teilchen ohne Wechselwirkung einer kontinuierlichen Diffusionsgleichung
∂p(r, t)
∂t
= D∇2p(r, t)
mit einer Diffusionskonstanten D. Setzt man ∆x = 1 sowie ∆t = 1, so entspricht der
Algorithmus einer Diffusionskonstanten D = 1/4. Im Folgenden werden alle La¨ngen
als Vielfache der Gitterkonstanten angegeben.
Um die A¨nderung der elastischen Energie ∆U durch einen Hu¨pfprozess mit ver-
tretbarem Aufwand zu berechnen, wird ein Multigrid-Monopol-Verfahren verwendet,
welches auf der in Referenz [31] vorgestellten Idee basiert. Wir verzichten an dieser
Stelle auf eine Darstellung der Funktionsweise des Verfahrens. Details hierzu folgen
im Kapitel 5.7. Durch die gro¨bere Behandlung von weit entfernten Adatomen nach
Art einer Multipolentwicklung wird die Einfu¨hrung eines Potentials mit Cutoff, das
heißt einer maximalen Reichweite der Wechselwirkung und damit der Einfu¨hrung
einer weiteren La¨ngenskala vermieden und der numerische Aufwand auf den Loga-
rithmus der lateralen Systemabmessungen reduziert.
Die Simulation wurde auf einem Gitter der Kantenla¨nge L = 1024 durchgefu¨hrt. Das
System wurde dabei in beiden Richtungen periodisch fortgesetzt. Die Ergebnisse wur-
den, abha¨ngig vom Depositionsfluss, u¨ber 4 bis 16 La¨ufe gemittelt. Ist das Verha¨ltnis
D/F klein, so bilden sich viele Inseln im simulierten System. In diesem Fall reicht die
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Abbildung 4.2: Monomerdichten ρ1 und Inseldichten ρ aufgetragen gegenu¨ber der Be-
deckung θ ohne elastische Wechselwirkung U0/T = 0. Das Verha¨ltnis 4D/F reicht
von 105 bis 1010.
ra¨umliche Mittelung aus, um selbst mit wenigen La¨ufen eine recht gute Statistik der
Inselzahlen zu erreichen. Ist jedoch D/F groß, so bilden sich verha¨ltnisma¨ßig wenige
Inseln im simulierten Bereich. Die sich daraus ergebende ungenauere Statistik la¨sst
sich bis zu einem gewissen Grad durch mehr La¨ufe ausgleichen.
4.3 Ergebnisse der Simulation
Startet man mit einem unbedeckten Substrat, gelangen mit dem Einsetzen des Depo-
sitionsstroms Monomere auf das Substrat, die zuna¨chst auf der Oberfla¨che diffundie-
ren, bis sich durch das Zusammentreffen von mehreren Monomeren Inseln bilden. Die
Abha¨ngigkeit der Anzahlen von Monomeren und Inseln von den Systemparametern
ist der Kernpunkt der folgenden Analyse.
4.3.1 Monomer- und Inseldichten
Abbildung 4.2 und Abbildung 4.3 zeigen die Anzahl der Monomere ρ1 und die Anzahl
der Inseln ρ wa¨hrend des Depositionsprozesses. Die Anzahl der Monomere steigt
zuna¨chst fast linear mit der Bedeckung θ, bis sie ihr Maximum erreicht. Danach
nimmt die Zahl der Monomere stetig ab, die Anzahl der Inseln jedoch u¨bersteigt
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Abbildung 4.3: Monomerdichten ρ1 und Inseldichten ρ aufgetragen gegenu¨ber der Be-
deckung θ bei starker elastischer Wechselwirkung U0/T = 4. Das Verha¨ltnis 4D/F
nimmt Werte von 105 bis 109 an.
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Abbildung 4.4: Monomerdichten ρ1 und Inseldichten ρ aufgetragen gegenu¨ber der Be-
deckung θ bei 4D/F = 108. Das Verha¨ltnis U0/T reicht von 0 bis 8.
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Abbildung 4.5: Inselkonfiguration ohne Wechselwirkung U0/T = 0 bei 4D/F = 10
10
und einer Bedeckung θ = 0.1.
schließlich die Zahl der Monomere und nimmt weiter zu, bis die Bedeckung in die
Gro¨ßenordnung einer Monolage erreicht. In dieser Phase fu¨hrt das Zusammenwachsen
der verschiedenen Inseln (Koaleszenz) zu einer starken Reduktion der Inselzahl. Bis
zu diesem Zeitpunkt ko¨nnen die Beitra¨ge ho¨herer Adsorbatlagen ignoriert werden.
Der Einfachheit halber wird zur Bestimmung der Insel- und Monomerzahlen nur die
erste Lage auf dem Substrat herangezogen. Nichtsdestoweniger ist im Rahmen dieses
Modells eine Viellagen-Inselbildung mo¨glich.
Mit steigendem Verha¨ltnis von Diffusionskonstante zu Depositionsfluss D/F nimmt
das Maximum der Monomerdichte ab und verlagert sich in Richtung niedrigerer Be-
deckungen. Das betrifft sowohl die Simulation ohne als auch die Simulation mit ela-
stischer Wechselwirkung.
Vergleicht man die Daten fu¨r verschiedene Sta¨rken U0/T der Wechselwirkung bei
gleichem D/F , wie in Abbildung 4.4 gezeigt, so stellt man fest, dass die Wechselwir-
kung das Maximum der Monomerdichte in Richtung ho¨herer Bedeckungen verschiebt.
Weil eine repulsive elastische Wechselwirkung die Monomere auf Distanz ha¨lt, wird
die Bildung von Dimeren, und damit natu¨rlich die Bildung von Inseln, wirksam un-
terdru¨ckt.
Den Effekt der elastischen Wechselwirkung auf die Inselzahl findet man besta¨tigt,
wenn man Inselkonfigurationen bei gleicher Bedeckung θ = 0.1 vergleicht, siehe Ab-
bildung 4.5, 4.6 und 4.7. Letztere zeigen, dass sowohl ein erho¨hter Depositionsfluss,
als auch eine erho¨hte Wechselwirkungssta¨rke dazu fu¨hren, dass die Inselanzahl steigt,
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Abbildung 4.6: Inselkonfiguration ohne Wechselwirkung U0/T = 0 bei 4D/F = 10
8
und einer Bedeckung θ = 0.1.
Abbildung 4.7: Inselkonfiguration mit Wechselwirkung U0/T = 3 bei 4D/F = 10
10
und einer Bedeckung θ = 0.1.
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wa¨hrend die Inselgro¨ße sinkt. Sehr gut erkennbar ist auch, dass der Limes D/F →∞
dem Diffusion Limited Aggregation Modell (DLA) entspricht und die Inseln den be-
kannten fraktalen Charakter besitzen.
4.3.2 Skalenanalyse ohne Wechselwirkung
Ein neu deponiertes Monomer wird gewo¨hnlich eine charakteristische Zeit τc auf
der Oberfla¨che diffundieren, bis es letztendlich eine Insel oder ein anderes Monomer
erreicht und unbeweglich wird. Im einen Fall wird es in die Insel eingebaut, im anderen
Fall bilden die zwei Monomere eine neue Insel und werden ebenfalls unbeweglich.
Die Einfangzeit τc kann mit dem Fluss F und der Monomerdichte auf der Oberfla¨che
ρ1 u¨ber
ρ1 ∼ Fτc (4.2)
in Beziehung gesetzt werden.
Da man es im Gittermodell aus mikroskopischer Sicht nicht mit kontinuierlicher Dif-
fusion sondern mit einem diskreten Hu¨pfprozess zu tun hat, ist es sinnvoller, fu¨r die
Beschreibung der einzelnen Monomere, so genannter Random Walker, die Anzahl
der gemachten Schritte n zu betrachten als die verstrichene Zeit t. Sind sowohl die
La¨nge eines Zeitschritts ∆t als auch die Gitterkonstante ∆x gegeben, liegt auch die
makroskopische Diffusionskonstante
D ∼ (∆x)
2
4∆t
(4.3)
fest. Die mittlere Anzahl der wa¨hrend des Random Walk auf einem zweidimensionalen
Gitter nach n Schritten u¨berstrichenen verschiedenen Gitterpla¨tze S(n) ist eine fu¨r
die folgende Argumentation sehr nu¨tzliche Gro¨ße.
Weil im Folgenden die Gro¨ße S(n) auch fu¨r kleine n ausgewertet werden muss, ist es
unumga¨nglich, sich mit dieser so genannten First-Passage-Time-Gro¨ße etwas genauer
auseinanderzusetzen. Wa¨hrend fru¨here Arbeiten [48–50] logarithmische Korrekturen
in Form des asymptotisch richtigen Ausdrucks S(n) ∼ πn/ lnn verwendet haben,
kann man sehen, dass sich die Anzahl der besuchten Pla¨tze fu¨r kleine n ∼ 10–1000
eher wie S(n) ∼ πn/ ln 8n verha¨lt. Eine noch bessere Na¨herung steht mit einer Arbeit
von F. S. Henyey und V. Seshadri [51] zur Verfu¨gung, in der mit dem Ausdruck
S(n) ∼ πn
ln 8n
∞∑
j=0
cj
(ln 8n)j
[
1 +O
(
1
n
)]
(4.4)
eine Entwicklung hergeleitet wurde. Die hierin enthaltenen Koeffizienten cj lassen
sich u¨ber Ableitungen der Γ-Funktion ausdru¨cken. Die Autoren geben in ihrer Ar-
beit tabellierte Werte bis j = 20 an. Korrekturen zum Ausdruck (4.4) sind von der
Ordnung O(1/ lnn). Sie werden im Folgenden beru¨cksichtigt durch einen zusa¨tzlichen
Term 1/(a+b lnn), wobei die Koeffizienten a und b sich u¨ber eine numerische Anpas-
sung bestimmen lassen [51]. Bei der numerischen Auswertung kann man sich hier auf
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die ersten Terme der Entwicklung (4.4) und den Korrekturterm beschra¨nken. Diese
Na¨herung des Ausdrucks S(n) macht Sinn fu¨r alle n > 1. Der Einfachheit halber wird
im Folgenden S(n) in der Form
S(n) ∼ nfc(n) (4.5)
geschrieben, wobei die Korrekturfunktion fc alle Abweichungen vom linearen Verhal-
ten beinhaltet.
Der Grund fu¨r die Bedeutung der Gro¨ße S(n) liegt in der Beziehung zur Wahrschein-
lichkeit, dass ein Monomer auf ein weiteres Adatom trifft. Kennt man die Anzahl der
unterschiedlichen besuchten Gitterpla¨tze, so kann man den Ausdruck ∆x2S(τc/∆t)
als effektive Oberfla¨che interpretieren, die ein Monomer wa¨hrend der charakteris-
tischen Zeit τc abdeckt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein diffundierendes Monomer
mit einer Lebenszeit τc mit einer Insel oder einem anderen Monomer kollidiert, ist
also in etwa proportional zu ∆x2S(τc/∆t)/τc und der Oberfla¨chendichte ρ1.
Nach diesen Vorbetrachtungen lassen sich Ratengleichungen aufstellen, die die Effekte
der Diffusion auf dem Gitter beru¨cksichtigen. Das Ziel ist es, die Dichte der Monomere
ρ1 mit der Inseldichte ρ und der Bedeckung θ zu verknu¨pfen, um eine Beschreibung
zu erhalten, die im Grenzfall kleiner Bedeckungen θ gu¨ltig ist, in dem Inselgro¨ße und
Geometrie vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Die Einfang- oder Kollisionsraten ko¨nnen
somit als unabha¨ngig von der Inselgro¨ße angenommen werden. Diese Na¨herung ist
in gewisser Weise a¨quivalent zum so genannten Point-Island -Modell [52], in dem
angenommen wird, dass Inseln durch Anlagerung von Monomeren ihre Gro¨ße nicht
a¨ndern, sondern immer ihre infinitesimale Gro¨ße von einem Gitterplatz beibehalten.
Die Gleichungen haben die allgemeine Form
dρ
dt
=
∆x2S(τc/∆t)
τc
ρ21, (4.6)
dρ1
dt
= F − 2∆x
2S(τc/∆t)
τc
ρ21 −
∆x2S(τc/∆t)
τc
ρρ1. (4.7)
Die Anzahl der Monomere ρ1 in Gleichung (4.7) wa¨chst durch Deposition und verrin-
gert sich sowohl durch den Prozess der Dimerbildung, als auch durch das Wachstum
bestehender Inseln. Die Anzahl der Inseln ρ in Gleichung (4.6) hingegen nimmt nur
durch die Bildung von Dimeren zu, weil das Wachstum einer Insel nicht zu einer
A¨nderung der Inselanzahl fu¨hrt.
Unter Kenntnis der Bedeckung θ, die durch die Deposition von Teilchen linear mit
der Zeit zunimmt θ = Ft, sowie durch die Verwendung der Gleichungen (4.5) und
(4.2) kann man die charakteristische La¨ngenskala
lc(ρ1) =
[
4D
F
fc
(
4D
F
ρ1
∆x2
)]1/4
(4.8)
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definieren und die obigen Gleichungen lassen sich etwas u¨bersichtlicher in der Form
dρ
dθ
= l4c(ρ1)ρ
2
1, (4.9)
dρ1
dθ
= 1− 2l4c (ρ1)ρ21 − l4c (ρ1)ρρ1 (4.10)
schreiben.
Weil die charakteristische La¨ngenskala lc eine relativ schwache Abha¨ngigkeit von der
Bedeckung θ zeigt, kann genau diese Abha¨ngigkeit von θ auf der linken Seite von (4.9)
und (4.10) bei der Umschreibung auf die skalierten Variablen θ˜ = θl2c (ρ1), ρ˜ = ρl
2
c (ρ1)
und ρ˜1 = ρ1l
2
c (ρ1) vernachla¨ssigt werden.
Genau genommen sind die Ableitungen der skalierten und unskalierten Variablen
durch
dρ˜1
dθ˜
=
1 + g(n)
1 + d lnρ1
d ln θ
g(n)
dρ1
dθ
mit g(n) =
nf ′c(n)
2fc(n)
(4.11)
und
dρ˜
dθ˜
=
1 + d lnρ1
d lnρ
g(n)
1 + d lnρ1
d ln θ
g(n)
dρ
dθ
(4.12)
verknu¨pft, wobei mit steigender Lebenszeit τc der Ausdruck g(n = τc/∆t) gegen 0
geht.
Da ρ1 lokal als Potenzgesetz gena¨hert werden kann, ρ1 ∼ θα, ist der Ausdruck
d ln ρ1/d ln θ gerade der durch die Na¨herung definierte lokale Exponent α. Fu¨r den
im vorliegenden Fall die Annahme gerechtfertigt ist, dass es sich um eine Zahl von
O(1) handelt. In analoger Weise la¨sst sich schliessen, dass d ln ρ1/d ln ρ ebenso von
O(1) ist.
Mit diesen Argumenten lassen sich folglich im Limes langer Lebenszeit τc die Ab-
leitungen auf den linken Seiten von (4.9) und (4.10) durch die skalierten Ausdru¨cke
ersetzen, als ob die charakteristische La¨nge lc nicht von der Monomerdichte abhinge.
Durch diese Skalierung erhalten die Gleichungen die folgende dimensionslose Form
dρ˜
dθ˜
= ρ˜21, (4.13)
dρ˜1
dθ˜
= 1− 2ρ˜21 − ρ˜ρ˜1, (4.14)
wobei die fu¨hrenden Korrekturterme aufgrund von fc sich in der Art der Skalierung
der Variablen niederschlagen.
Auch wenn sich keine exakten Lo¨sungen finden lassen, la¨sst sich zumindest das Ska-
lenverhalten der obigen Gleichungen analysieren. Fu¨r genu¨gend kleine Bedeckungen
θ˜  1 sind die Verlustterme in Gleichung (4.14) klein im Vergleich zum Term des De-
positionsflusses der Ordnung eins und ko¨nnen somit vernachla¨ssigt werden. Deshalb
ist
ρ˜1 ∼ θ˜, (4.15)
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Abbildung 4.8: Skalierte Monomerdichte ρ˜1 und Inseldichte ρ˜ aufgetragen gegen die
skalierte Bedeckung θ˜ ohne elastische Repulsion U0/T = 0 fu¨r relative Mobilita¨ten
4D/F von 105 bis 1010. Die horizontale Achse wurde mit l2c aus Gleichung (4.8)
skaliert.
und folglich gilt
ρ˜ ∼ 1
3
θ˜3. (4.16)
Fu¨r hohe Bedeckungen θ˜ wird schließlich die Inseldichte ρ˜ gro¨ßer als die Dichte der
Monomere ρ˜1, was dazu fu¨hrt, dass sich ρ˜1 um so mehr verkleinert. Dann ist aber
ρ˜1  ρ˜, und der mittlere Term in (4.14) kann vernachla¨ssigt werden. Damit muss aber
ρ˜1ρ˜ von Gro¨ßenordnung eins sein, woraus sich ρ˜1 ∼ ρ˜−1 schließen la¨sst. Setzt man
dies in Gleichung (4.13) ein, so folgt fu¨r die skalierten Dichten sofort ρ˜ ∼ θ˜1/3 und
ρ˜1 ∼ θ˜−2/3. Da fu¨r große Bedeckungen die Inselgro¨ße und geometrische Effekte nicht
mehr vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, stimmt die Voraussage der Ratengleichungen
in diesem Grenzfall nicht mit dem tatsa¨chlich beobachteten Verhalten u¨berein, und
man sollte daher das hier hergeleitete asymptotische Verhalten von ρ˜1 und ρ˜ nur als
qualitatives Ergebnis verstehen.
Abbildung 4.8 zeigt die skalierte Auftragung der Daten aus Abbildung 4.2. Offenbar
ist die Vorhersage der Skalentheorie fu¨r kleine Bedeckungen gu¨ltig. Der Datenkollaps
ist gut bis hin zu θ˜ ∼ 1. Der anfa¨ngliche Anstieg von ρ˜1 und ρ˜ stimmt mit der
Vorhersage ρ˜1 ∼ θ˜, ρ˜ ∼ 1/3 θ˜3 u¨berein.
Es muss an dieser Stelle betont werden, dass die Vernachla¨ssigung der n-Abha¨ngigkeit
von fc(n) und die hieraus resultierende einfache Skalierung durch eine konstante
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Abbildung 4.9: Skalierte Monomerdichte ρ˜1 und Inseldichte ρ˜ aufgetragen gegen die
skalierte Bedeckung θ˜ mit elastischer Wechselwirkung fu¨r festes U0/T = 4, relative
Mobilita¨t 4D/F im Bereich von 105 bis 109.
La¨ngenskala lc nicht zu einem Kollaps der Maxima der Monomerdichten fu¨hrt, man
vergleiche hierzu eine Abbildung aus Referenz [50].
4.3.3 Einbeziehung der Wechselwirkung
Wie kann man aber nun die elastische Abstoßung der Monomere und Inseln mit in die
Argumentation einbeziehen? Zuna¨chst ist das Verha¨ltnis D/F das Verha¨ltnis zweier
Zeitskalen
D/F ∼ τF/τD. (4.17)
τF ist hierbei die Zeit, die vergeht, bis eine ganze Lage deponiert ist und τD ist festge-
legt durch die Diffusionbarriere ED. Die elastische Wechselwirkung erzeugt eine neue
Zeitskala τe, welche durch die Sta¨rke des Wechselwirkungspotentials U0/r
3 bestimmt
ist. Monomere mu¨ssen diese Barriere u¨berwinden um sich an ein anderes Monomer
oder eine Insel anzulagern.
Es existieren also die Zeitskalen
τD ∼ exp(ED/T ) (4.18)
und
τe ∼ exp(U0/T ), (4.19)
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Abbildung 4.10: Skalierte Monomerdichte ρ˜1 und Inseldichte ρ˜ aufgetragen gegen die
skalierte Bedeckung θ˜ mit elastischer Wechselwirkung fu¨r festes 4D/F = 108, U0/T =
0, 1, 2, 4 und 8.
welche die Bewegung und Zeit bis zur Anlagerung der Monomere bestimmen. Es ist
offensichtlich, dass in jedem der folgenden Fa¨lle U0  ED, τD  τe und U0  ED,
τD  τe die Anlagerungskinetik durch den langsameren der beiden Prozesse bestimmt
wird.
Um skalentheoretisch die Wirkung der elastischen Repulsion mit einzubeziehen, kann
man τD durch τD + τe im Nenner von (4.17) ersetzten, was a¨quivalent zur Ersetzung
4D
F
→ 4D
F
[
1 + exp
(
U0 −ED
T
)]−1
(4.20)
ist.
Solange die Wechselwirkungssta¨rke kleiner ist als die Diffusionsbarriere, wird die elas-
tische Abstoßung kaum einen Effekt wa¨hrend der Nukleationsphase haben, wohinge-
gen bei starker Wechselwirkung der Korrekturterm zu D/F auf der rechten Seite von
(4.20) von der Gro¨ßenordnung exp(−U0/T ) ist.
Unter Einbeziehung der elastischen Wechselwirkung hat die charakteristische La¨nge
lc die Gestalt
lc =
[
αfc
(
α
ρ1
∆x2
)]1/4
(4.21)
mit
α =
4D
F
[
1 + exp
(
U0 − ED
T
)]−1
. (4.22)
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Abbildung 4.11: Skalierte Monomerdichte ρ˜1 und Inseldichte ρ˜ aufgetragen gegen die
skalierte Bedeckung θ˜. Der Graph entha¨lt alle skalierten Daten aus den Abbildun-
gen 4.8, 4.9 und 4.10.
Abbildung 4.9 zeigt die skalierten Daten aus Abbildung 4.3 bei fester Wechselwir-
kungssta¨rke U0/T = 4, wa¨hrend D/F u¨ber 4 Gro¨ßenordnungen variiert. Der Graph
in Abbildung 4.10 zeigt die Daten aus Abbildung 4.4, skaliert durch die umdefinierte
charakteristische La¨nge lc, wie sie in Gleichung (4.21) gegeben ist. Hierbei wurde der
Faktor 4D/F = 108 konstant gehalten und die Wechselwirkungssta¨rke von U0/T = 0
bis U0/T = 8 variiert. In beiden Fa¨llen skalieren die gezeigten Daten wie vorherge-
sagt. In Abbildung 4.11 werden sa¨mtliche skalierten Daten aus den Abbildungen 4.8,
4.9 und 4.10 zusammengetragen.
Weil die Skalentransformation nur von α abha¨ngt, la¨sst sie sich in der Form
ρ˜1 = ρ1gα(ρ1), ρ˜ = ρgα(ρ1), θ˜ = θgα(ρ1) (4.23)
schreiben, wobei gα von α abha¨ngt.
Die Daten von Systemen mit gleichem α kollabieren unter derselben Transformation.
Folglich mu¨ssen auch die unskalierten Daten identisch sein. Alle Systeme, welche die
Bedingung
4D
F
= α
[
1 + exp
(
U0 − ED
T
)]
(4.24)
zu gleichem α erfu¨llen, haben dementsprechend ein identisches Tieftemperaturver-
halten im Hinblick auf den Nukleationsprozess.
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Dieses Resultat la¨sst erkennen, dass eine Scha¨tzung der Diffusionskonstanten D auf-
grund der u¨blichen Skalenargumente (4.8) versagt, falls elastische Effekte hinzukom-
men. Es stellt sich heraus, dass die tatsa¨chliche Mobilita¨t gro¨ßer ist, als die Rechnung
ohne elastische Wechselwirkung vermuten ließe. Dieser Sachverhalt wird durch die
Skalenrelation (4.21) beschrieben.
4.3.4 Grenzen der Analyse
Wird die Bedeckung θ gro¨ßer, gewinnt die Gro¨ße und die Geometrie der Inseln immer
mehr an Bedeutung. Die Annahmen, welche zu den Gleichungen (4.13) und (4.14)
gefu¨hrt haben, sind dann nicht mehr gu¨ltig. Es kann nicht mehr davon ausgegangen
werden, dass die Inselgro¨ße zu vernachla¨ssigen ist. Die Wahrscheinlichkeit fu¨r ein dif-
fundierendes Monomer, sich an eine bestimmte Insel anzulagern, wird dann sicherlich
von der spezifischen Form und Gro¨ße abha¨ngen. Da die Anlagerung irreversibel ist,
bekommen die Inseln eine fraktale Struktur, die durch elastische Effekte beeinflusst
wird. Fu¨r nicht zu große Inseln sollte man eine effektive fraktale Dimension deff
erwarten, die mit sta¨rker werdender Wechselwirkung zunehmend vom klassischen
DLA-Wert ≈ 1.7 in Richtung der Einbettungsdimension, der Dimension des Gitters
d = 2 abweicht. Anschaulich bedeutet dies, dass die Inseln auf kurzen La¨ngenskalen
eine immer kompaktere Struktur bekommen [31]. Dies sollte Auswirkungen auf das
Wachstum haben, da eine fraktale Insel im Vergleich zu einer kompakten Insel bei
gleicher Masse einen gro¨ßeren Radius aufweist.
Bei noch ho¨heren Bedeckungen kann auch die Deposition auf die schon existierenden
Inseln nicht mehr vernachla¨ssigt werden. Diese fu¨hrt zu einer schnellen Anlagerung
der Monomere, die meist recht schnell den Rand der Insel erreichen und dort einge-
baut werden.
Im Falle fraktaler Inseln ist die Situation a¨hnlich, nur ko¨nnen die Monomere auch
noch zwischen den inneren Armen der fraktalen Struktur deponiert werden, was
ebenfalls zu einem fast sofortigen Einfang des Monomers fu¨hrt. Durch ihren gro¨ße-
ren Durchmesser sollte sich bei fraktal gewachsenen Inseln der Prozess des schnellen
Einfangs versta¨rken. Trotzdem scheint der Einfluss einer fraktalen Struktur auf die
Entwicklung der Monomer- und Inseldichte in Abwesenheit der hier betrachteten
elastischen Wechselwirkung relativ gering zu sein [53].
Nichtsdestoweniger ist der Einfluss fraktaler Struktur feststellbar, was das Finden
von Skalengesetzen im Regime hoher Bedeckungen nicht erleichtert. Zusa¨tzlich ha-
ben Ratengleichungen, welche die ra¨umlichen Korrelationen unberu¨cksichtigt lassen,
u¨blicherweise Schwierigkeiten mit der Vorhersage einer korrekten Inselgro¨ßenvertei-
lung, selbst in dem Fall [53], in dem die Vorhersage der mittleren Inselgro¨ße gelingt.
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4.4 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde der Einfluss von elastischen Effekten auf die Nukleation von
flachen Adsorbatclustern auf einem Substrat unter Deposition mithilfe von Monte-
Carlo-Methoden untersucht.
Durch die Simulationen konnte gezeigt werden, dass mit steigender elastischer Wech-
selwirkung U0/T die Bildung von Inseln immer sta¨rker behindert wird und sich die
Nukleationsphase immer mehr in Richtung ho¨herer Bedeckungen verschiebt. In die-
ser Hinsicht hat eine Versta¨rkung der elastischen Wechselwirkung einen a¨hnlichen
Einfluss auf die Inselbildung wie eine Erho¨hung des Depositionsflusses F . Dies la¨sst
sich am zeitlichen Verhalten der Monomer- und Inseldichten ablesen.
Mit Gleichung (4.21) wurde eine neue Skalenrelation aufgestellt, welche die Sta¨rke der
elastischen Wechselwirkung U0, die Diffusionskonstante D und den Depositionsfluss
F miteinander verknu¨pft. Fu¨r nicht zu große Bedeckungen konnte das Verhalten der
Cluster-Dichten auf universelle Funktionen reduziert werden. Dieses Regime beha¨lt
seine Gu¨ltigkeit, solange die mittlere Gro¨ße der Inseln klein gegenu¨ber dem mittleren
Inselabstand ist. Fu¨r hohe Bedeckungen schließlich ist die Inselgro¨ße von der glei-
chen Gro¨ßenordnung wie der Inselabstand, so dass das Zusammenwachsen der Inseln
beru¨cksichtigt werden muss.
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Kapitel 5
2+1-dimensionales
Wachstumsmodell
Konnten im vorigen Kapitel u¨ber das Submonolagenwachstum die Adatome als im-
mer gleiche Punktdefekte aufgefasst werden, unabha¨ngig davon, ob es sich um Ho-
moepitaxie oder Heteroepitaxie handelt, so wird die Situation sehr viel komplexer,
wenn man u¨ber die erste Monolage des Adsorbats hinausgeht. Ziel dieses Kapitels ist
die Definition eines Modells, welches die elastischen Effekte homoepitaktischen und
heteroepitaktischen Ursprungs in sich vereint und als Na¨herung fu¨r kleine Abwei-
chungen von einer sonst homogenen koha¨renten Adsorbatschicht verstanden werden
kann.
5.1 Motivation
Die elastische Energie eines Ko¨rpers aufgrund von Kra¨ften, welche auf der Ober-
fla¨che aufgebracht werden, ist ein kompliziertes Randwertproblem, welches sich im
Allgemeinen nicht analytisch lo¨sen la¨sst. Formal lassen sich die elastischen Verschie-
bungsfelder im Innern und auf der Oberfla¨che des Ko¨rper mit Hilfe einer Greenschen
Funktion als lineare Reaktion auf die Kra¨fte ausdru¨cken. Damit wird aber nur die
Unkenntnis der Lo¨sung des Randwert-Problems fu¨r die elastischen Verschiebungsfel-
der durch die Unkenntnis der Greenschen Funktion fu¨r einen elastischen Ko¨rper mit
komplizierter Geometrie ausgedru¨ckt.
Fu¨r geringe Ho¨henunterschiede kann das Energiefunktional W [h] eines elastischen
Halbraums mit einer heteroepitaktischen Adsorbatschicht der Ho¨he h(r) in Potenzen
des Ho¨henfeldes entwickelt und als Sto¨rungsreihe in der Form
W [h] =
∫
d2r wh(r)h(r) +
∫ ∫
d2r d2r′whh(r, r′)h(r)h(r′) + . . .
geschrieben werden. Ein Ansatz dieser Art soll hier verfolgt werden.
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5.2 Wechselwirkung heteroepitaktischer Stufen
Eine glatte homogene Adsorbatschicht auf einem halbunendlichen Kristall hat pro
Volumenelement eine bestimmte elastische Energie, die proportional zur Verzerrung
ε ist. Diesen Anteil der Energie kann man in der Form
w0
∫
d2r h(r)
schreiben. w0 bezeichnet hierbei die konstante elastische Energiedichte pro Volumen
des Adsorbatfilms. Abweichungen von der glatten Adsorbatschicht wechselwirken
u¨ber ein skalares Potential ∼ 1/r3. Die elastische Gesamtenergie la¨sst sich damit
schreiben als
W = w0
∫
d2r h(r) − α
2
∫ ∫
d2r d2r′
[h(r)− h(r′)]2
|r − r′|3 (5.1)
mit
α =
1− σ2
πE
D˜2. (5.2)
D˜ ∼ D/a3 ∼ ε ist die Kraftdipoldichte (pro Fla¨che und Ho¨he). D ist das Dipolmo-
ment eines einzelnen Adatoms aufgrund der Verspannung. σ ist die Poisson-Zahl und
E der Elastizita¨tsmodul.
An dieser Stelle sei bereits angemerkt, dass das chemische Potential µ durch die
Variationsableitung der Energie W nach dem Ho¨henfeld h gegeben ist. Es gilt:
µ =
δW
δh
(r) = w0 + 2α
∫
d2r′
h(r + r′)− h(r)
|r′|3 . (5.3)
Dieser Ausdruck kann fu¨r eine kleine Sto¨rung auf einer ansonsten glatten Oberfla¨che
h(x, y) = h0 + ∆sin(kx) analytisch berechnet werden. Die Abha¨ngigkeit des chemi-
schen Potentials µ von der Wellenzahl k der Sto¨rung
µ(x) = w0 − 4πα |k|∆sin(kx) (5.4)
liefert unter Diffusionsdynamik das charakteristische |k|3 Amplitudenspektrum der
Grinfeld-Instabilita¨t [54, 55]. Die unter Spannung stehende heteroepitaktische Schicht
verha¨lt sich genauso wie ein u¨blicher vorgespannter elastischer Ko¨rper, welcher durch
Umordnung von Material seine Energie verringern kann.
5.2.1 Zwei parallele Stufen
Ausgehend von Gleichung (5.1) la¨sst sich eine Wechselwirkungsenergie zwischen zwei
glatten, parallel auf einer Kristalloberfla¨che verlaufenden Stufen berechnen. Hier-
bei muss zwischen dem Fall a) und dem Fall b) unterschieden werden, siehe Abbil-
dung 5.1.
5.2. WECHSELWIRKUNG HETEROEPITAKTISCHER
STUFEN
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Abbildung 5.1: Querschnitt durch die betrachtete Geometrie der zwei Stufen. Der Fall
a) zeigt zwei parallele ungleichnamige Stufen im Abstand ξ, der Fall b) zeigt zwei
gleichnamige Stufen an den Stellen x = −ξ und x = 0.
Vernachla¨ssigt man den zum Adsorbatvolumen direkt proportionalen Energie-Term
in (5.1), so ergibt sich fu¨r die Energie W˜ eines Einheitsstreifens senkrecht zur Stufe
im Fall a)
W˜ = −α
2
∫
dy′
∫
dx
∫
dx′
[h(x)− h(x′)]2
[(x− x′)2 + y′2]3/2
. (5.5)
Fu¨hrt man die y′-Integration aus, so ergibt sich mithilfe der Symmetrie
2
∫ ∞
a
dy′
1
(ξ2 + y′2)3/2
=
2
ξ2
∫ ∞
a/|ξ|
dy′
1
(1 + y′2)3/2
(5.6)
=
2
ξ2
y′ −√1 + y′2√
1 + y′2
∣∣∣∣∣
∞
y′=a/|ξ|
(5.7)
=
2
ξ2
[
1− a|ξ| +O
(
a2
|ξ|2
)]
, (5.8)
wobei aus Gru¨nden der U¨bersichtlichkeit ξ anstatt von x − x′ geschrieben wurde.
Das bedeutet, dass zwei Reihen von Kraft-Dipolen einer repulsiven Wechselwirkung
unterliegen, die sich mit dem Abstand ξ wie 1/ξ2 verha¨lt. Dieses Ergebnis kann man
in Gleichung (5.5) einsetzen und erha¨lt
W˜ = −α
∫
dx
∫
dx′
[h(x)− h(x′)]2
|x− x′|2 . (5.9)
Der Za¨hler des Integranden in Gleichung (5.9) ist nur positiv, wenn x im Bereich
II und x′ im Bereich I liegen oder umgekehrt. Mit einer Stufenho¨he a ergibt die
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Integration bezu¨glich x von x = −ξ/2 bis ξ/2
W˜ = −2a2α


−ξ/2−a∫
−∞
dx′
4ξ
4x′2 − ξ2 +
∞∫
ξ/2+a
dx′
4ξ
4x′2 − ξ2

 (5.10)
= −2a2α
{
ln
(∣∣∣∣ξ − 2x′ξ + 2x′
∣∣∣∣
)∣∣∣∣
−ξ/2−a
x′=−∞
+ ln
(∣∣∣∣ξ − 2x′ξ + 2x′
∣∣∣∣
)∣∣∣∣
∞
x′=ξ/2+a
}
= −4a2α ln
(
ξ + a
a
)
= −4a2α ln
(
ξ
a
)
+O
(
a
ξ
)
. (5.11)
Das Ergebnis zeigt, dass die Wechselwirkung zwischen zwei gegensa¨tzlichen Stufen
repulsiven Charakter besitzt.
Der Fall von zwei gleichgerichteten Stufen, b) in Abbildung 5.1, ist etwas kompli-
zierter zu handhaben, da die Gesamtenergie einer unendlich ausgedehnten Terrasse
divergiert. Der Einfachheit halber startet die Integration u¨ber den Bereich III hier
von einem endlichen Wert −L anstatt von −∞.
Die Gesamtenergie W˜ la¨sst sich in drei Beitra¨ge zerlegen W˜ = TI,II +TI,III +TII,III ,
die durch
TI,II = −a2α
∫ ∞
a>0
dx
∫ 0
−ξ
dx′
1
|x− x′|2 , (5.12)
TI,III = −a2α
∫ ∞
a>0
dx
∫ −ξ
−L
dx′
4
|x− x′|2 , (5.13)
TII,III = −a2α
∫ 0
−ξ+a
dx
∫ −ξ
−L
dx′
1
|x− x′|2 (5.14)
gegeben sind. Die 4 im Za¨hler des Terms TI,III ha¨ngt mit dem Ho¨henunterschied von
2a zwischen den Bereichen I und III zusammen, wa¨hrend in den beiden restlichen
Fa¨llen der Ho¨henunterschied gleich a ist. Die Integrale ko¨nnen analog zum Fall a)
ausgewertet und das Ergebnis in Ordnungen von a/ξ entwickelt werden. Daraus ergibt
sich die Gesamtenergie der Konfiguration b) als
W˜ ∼ 4a2α ln
(
ξ
a
)
− 8a2α ln
(
L
a
)
. (5.15)
Daraus ist zu schließen, dass sich zwei gleichgerichtete Stufen anziehen.
5.2.2 Stufen als Liniendefekte
Im Gegensatz zur vorangegangenen Rechnung in einem volumenbasierten Modell,
bei dem der Vorstellung nach jedem Adsorbatatom ein Dipolmoment zugeordnet
ist, la¨sst sich das Problem auch auf Basis von Wechselwirkungen zwischen Linien
beschreiben. In diesem Fall setzt an dem Substrat, an der als Linienelement auf
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der Oberfla¨che idealisierten Stufe, eine Kraft an. Hat das Adsorbat eine kleinere
Gitterkonstante als das Substrat, so muss der Film der Adsorbatinsel gedehnt werden.
Die Gegenkraft setzt am Substrat an und hat eine Orientierung zum Innern der Insel.
Basierend auf den an der Stufenkante angreifenden Kra¨ften, la¨sst sich ebenfalls eine
Wechselwirkungsenergie zwischen Stufen berechnen, siehe Kapitel 2.2.2.
Unter Kenntnis der Greenschen Funktion Gij(r− r′) fu¨r einen elastischen Halbraum
lassen sich die elastischen Verschiebungsfelder ui(r) aufgrund einer auf der Oberfla¨che
lokalisierten Kraftdichte fj(r
′) durch Integration berechnen
ui(r) =
∫
d2r′Gij(r − r′) fj(r′). (5.16)
Die elastische Energie ist dann durch den Ausdruck
W = −
∫
d2r ui(r) fi(r) = −
∫
d2r
∫
d2r′Gij(r − r′) fj(r′) fi(r) (5.17)
gegeben, siehe Gleichung (2.23).
Haben die Kra¨fte keine Komponente orthogonal zur Oberfla¨che des Halbraums, sind
die Indizes i, j auf die Oberfla¨chenkoordinaten x und y beschra¨nkt. Die Greensche
Funktion (2.24) nimmt die vereinfachte Form
Gij(r) =
1− σ2
πE
1
r
[
δij +
σ
1− σ
rirj
r2
]
(5.18)
an.
Im hier betrachteten speziellen Fall paralleler Stufen sind die Kra¨fte senkrecht zur
Stufenrichtung ausgerichtet. Fu¨r eine Stufe an der Stelle rx = r
0
x ergibt sich fi(r) =
±F δixδ(rx − r0x), abha¨ngig davon, ob die Stufe auf- oder absteigend ist. F ist hier
die Kraft pro Einheitsla¨nge der Stufe, welche an der Stufenkante ansetzt.
Innerhalb des Kraft-Monopol-Bildes unterscheiden sich die Fa¨lle a) und b) aus Ab-
bildung 5.1 nur durch das Vorzeichen. Im Fall a) unterscheiden sich die Kra¨fte an den
Stufen durch das Vorzeichen, im Fall b) sind die Kra¨fte identisch. Im Fall a) kann
die Integration bezu¨glich x und x′ direkt ausgefu¨hrt werden. Fasst man sa¨mtliche
Vorfaktoren in einem Koeffizienten
β =
1− σ2
πE
F 2 (5.19)
zusammen, so ergibt sich fu¨r zwei Stufen mit Abstand ξ die Wechselwirkungsenergie
pro Einheitsstreifen dieser Anordnung mit
W˜ = − 2 β 2
∫ L
a
dy
1
|y| (5.20)
+ 2 β
∫ L
−L
dy
1√
ξ2 + y2
(5.21)
+ 2 β
∫ L
−L
dy
σ
1− σ
ξ2
(ξ2 + y2)3/2
. (5.22)
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Der erste Faktor 2 hat seinen Ursprung in der Symmetrie zwischen x und x′. Der
erste Beitrag (5.20) ist die Selbstwechselwirkung beider Stufen, der zweite (5.21) und
der dritte Term (5.22) entstehen durch Wechselwirkung zwischen den beiden Stufen.
Die Integrale lassen sich wie folgt auswerten:
2 β 2
∫ L
a
dy
1
|y| = 4 β ln
(
L
a
)
2 β
∫ L
−L
dy
1√
ξ2 + y2
= 4 β ln
(
L+
√
L2 + ξ2
)
− 4 β ln(ξ)
2 β
∫ L
−L
dy
ξ2
(ξ2 + y2)3/2
= 4 β
L√
ξ2 + L2
= 4 β
[
1 +O
(
ξ
L
)]
.
Damit ergibt sich fu¨r die Energie das Resultat
W˜ = −4 β ln
(
ξ
a
)
+ 4 β ln
(
1 +
√
1 + (ξ/L)2
)
+ 4 β
σ
1− σ
= −4 β ln
(
ξ
a
)
+ 4 β
[
ln(2) +
σ
1− σ +O
(
ξ
L
)]
, (5.23)
welches sich von der Rechnung mit Kraft-Dipolen nur in der Stufen-Energie unter-
scheidet.
In der Geometrie b) ergibt sich ohne weitere Rechnung
W˜ = 4 β ln
(
ξ
a
)
− 4 β
[
ln(2) +
σ
1− σ + 2 ln
(
L
a
)
−O
(
ξ
L
)]
, (5.24)
wobei das Vorzeichen der Wechselwirkungsterme wechselt und die Selbstwechselwir-
kung der Stufen (5.20) unvera¨ndert bleibt. Natu¨rlich divergiert in beiden Fa¨llen die
Energie mit der Stufenla¨nge L. Vergleicht man die Ergebnisse (5.23) und (5.24) mit
dem Ergebnis aus dem volumenbasierten Modell (5.11) und (5.15), so stellt man fest,
dass die Hauptterme identisch sind. In beiden Fa¨llen ergibt sich die logarithmische
Abstoßung oder Anziehung der Stufen. Der konstante Term ∼ 4 β (ln(2)+ σ
1−σ ) kann
als Renormierung der Skala a im Argument des Logarithmus verstanden werden.
Aufgrund der unterschiedlichen Geometrie der Integrationen la¨sst sich die Abha¨ngig-
keit vom willku¨rlich gewa¨hlten kurzreichweitigen Cutoff nicht vergleichen. Es handelt
sich hierbei aber um kurzreichweitige Details. Das langreichweitige generische Ver-
halten des durch Gleichung (5.1) definierten Modells ist mit dem hier auf der Basis
von Liniendefekten abgeleiteten Verhalten (5.24) identisch.
5.2.3 Kraft-Monopol und assoziierter Kraft-Dipol
Offensichtlich ko¨nnen die Kraft-Dipole D so gewa¨hlt werden, dass fu¨r die Stufen-
wechselwirkung β = a2α gilt. Dennoch ist es sinnvoll, den Zusammenhang auch an-
schaulich zu motivieren. Die elastische Energie w0 einer in x und y-Richtung homogen
5.3. WECHSELWIRKUNG HOMOEPITAKTISCHER
STUFEN
Seite: 53
xx syy=
sxxF=Lh
s
z
h
-F
F
-F
F
Adsorbat
Substrat
x
Abbildung 5.2: Ein koha¨renter heteroepitaktischer Adsorbatfilm ist elastisch verzerrt,
damit er den Gitterabstand des Substrats erreicht. Die Skizze zeigt die Kra¨fte, die auf
das Adsorbat und Substrat wirken.
verspannten Adsorbatschicht mit Verzerrung ε ist zuna¨chst gegeben durch
w0 =
E
1− σ ε
2. (5.25)
Die Verzerrung ε ist hierbei durch den relativen Fehler der Gitterkonstanten von
Adsorbat und Substrat ε = δa/a gegeben.
Das Adsorbat wird von Kra¨ften F = Lhσxx gedehnt oder komprimiert, welche vom
Substrat kompensiert werden mu¨ssen. Bei einer homogen verzerrten Adsorbatschicht
mu¨ssen diese Kra¨fte am Rand der Lage angreifen. Nimmt man nun an, dass die
Adsorbatschicht eine mikroskopische Ausdehnung hat, das heißt h = L = a, kann
man deren Kraft-Dipolmoment bestimmen:
Dxx = F
a
2
+ (−F )(−a)
2
= F a = Dyy. (5.26)
Weist man nun jedem Adsorbatatom das Dipolmoment D = F a zu, ergibt sich ganz
zwanglos der erwartete Zusammenhang a2α = β.
5.3 Wechselwirkung homoepitaktischer Stufen
Im Gegensatz zur heteroepitaktischen Wechselwirkung, welche makroskopischen Ur-
sprungs ist und bei der bekannt ist, dass die Sta¨rke proportional zur Gitterfehlanpas-
sung δa/a von Adsorbat und Substrat ist, kann man u¨ber die Sta¨rke der homoepi-
taktischen Wechselwirkung zwischen Stufen nur wenig sagen, da sie mikroskopischen
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Ursprungs ist und ihre Sta¨rke von den Details der atomaren Bindungen an der Stufe
abha¨ngt.
Diese elastische homoepitaktische Wechselwirkung zwischen Stufen auf einem halb-
unendlichen Kristall kann durch elastische Kraft-Dipole beschrieben werden, welche
an der Stufenkante lokalisiert sind [16, 17, 40, 56].
Ausgehend von der elastischen Energie
Wel = −
∫
d2r ui(r) fi(r)
= −
∫ ∫
d2rd2r′Gij(r − r′) fj(r′) fi(r) (5.27)
als Reaktion auf eine Kraftdichte fi(r) kann man die an den Stufenkanten lokalisier-
ten Kraftdichten, deren Monopolmoment verschwindet, durch den na¨chsten nicht-
verschwindenden Term der Multipolentwicklung charakterisieren. So kommt man zu
einer Beschreibung der elastischen Energie aufgrund einer Kraft-Dipol-Dichte qik(r)
Wel ≈
∫ ∫
d2rd2r′ qjk(r′) qil(r)∂k∂lGij(r − r′). (5.28)
Mithilfe von makroskopischen Symmetrieargumenten kann man zwei Klassen von
Kraft-Dipol-Tensoren bestimmen, die an einer Stufe auftreten ko¨nnen [16].
Der eine Typ hat seine Ursache in Kra¨ften innerhalb der Oberfla¨chenebene in Rich-
tung der Stufen-Normalen, der andere entsteht aufgrund von Kra¨ften senkrecht zur
Kristalloberfla¨che [16, 56]. Ersterer verursacht eine repulsive Wechselwirkung zwi-
schen Stufen, letzterer verursacht eine Wechselwirkung, deren Vorzeichen davon ab-
ha¨ngt, ob es sich um gleichgerichtete (auf-auf bzw. ab-ab) oder entgegengesetzte
Stufen (auf-ab bzw. ab-auf) handelt. Obwohl im Prinzip beide Typen in Kombinati-
on auftreten, gibt es Materialien [57, 58] bei denen der vorzeichenabha¨ngige Beitrag
vernachla¨ssigt werden kann. Sucht man insbesondere nach einem Gegenspieler zur he-
teroepitaktischen Anziehung zwischen gleichnamigen Stufen, so macht es Sinn, sich
auf den vorzeichenunabha¨ngigen Typ zu konzentrieren.
Fu¨r eine in y-Richtung verlaufende Stufe kann fu¨r den Dipoltensor an der Stufe ein
Verhalten der Form Qij = Q˜ δixδjx angenommen werden, wobei im Folgenden die
Annahme gemacht wird, dass Kra¨fte senkrecht zur Kristalloberfla¨che verschwinden.
Es ist zuna¨chst festzustellen, dass der Tensor Qij nicht invariant unter Drehungen
in der Kristallebene ist. Aufgrund des Tensorcharakters ha¨ngt die Wechselwirkung
zwischen zwei dieser Kraft-Dipole von zwei Winkeln ab.
Im Falle zweier paralleler Stufen mit Abstand ξ ergibt sich fu¨r Qij = Q˜ δixδjx die
Wechselwirkungsdichte (pro Fla¨che zum Quadrat)
w(r, φ) = γ
[
3 cos(φ)− 1
|r|3 +
σ
1− σ
2 + 15 cos(φ)4 − 15 cos(φ)2
|r|3
]
, (5.29)
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Abbildung 5.3: Die Skizze zeigt die Definition der Gro¨ßen φ, r, ξ und y.
wobei φ der Winkel zwischen der Stufennormalen und dem Abstandsvektor r ist. Der
Faktor γ ist in diesem Falle gegeben durch
γ =
1− σ2
πE
Q˜2, (5.30)
mit Q˜ = Q/a, dem Dipolmoment pro Einheitsla¨nge der Stufe. Q entspricht dem
Dipolmoment, der einem einzelnen Atom an der Stufenkante zugeordnet ist.
Im Fall der parallelen Stufen ergibt sich φ folglich aus dem Abstand der Stufen ξ und
dem Offset y der betrachteten Dipole entlang der Stufen zu φ = arctan(y/ξ), siehe
Abbildung 5.3. Analog zu vorangegangenen Rechnungen besteht die Energie der zwei
Stufen aus drei Beitra¨gen
W˜ = − 2 γ 2
∫ ∞
a
dy
1
|y|3 (5.31)
+ 2 γ
∫ ∞
−∞
dy
3 cos(φ)− 1
(ξ2 + y2)3/2
(5.32)
+ 2 γ
∫ ∞
−∞
dy
σ
1− σ
2 + 15 cos(φ)4 − 15 cos(φ)2
(ξ2 + y2)3/2
. (5.33)
Diese Integrale ko¨nnen einzeln ausgewertet werden:
−2 γ 2
∫ ∞
a
dy
1
|y|3 = −2 γ
1
a2
,
2 γ
∫ ∞
−∞
dy
3 cos(φ)− 1
[ξ2 + y2]3/2
= 4 γ
1
ξ2
,
2 γ
σ
1− σ
∫ ∞
−∞
dy
2 + 15 cos(φ)4 − 15 cos(φ)2
[ξ2 + y2]3/2
= 4 γ
σ
1− σ
1
a2
.
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Zusammengenommen ergeben diese Terme die Wechselwirkungsenergie
W˜ = 4 γ
1
ξ2
− 2 γ 1
a2
1− 2σ
1− σ . (5.34)
Im Vergleich dazu fu¨hrt eine einfache skalare 1/r3 Wechselwirkung, die isotropen
Dipol-Tensoren entspricht, zum folgenden Resultat:
W˜scalar = 4 γ
1
ξ2
+ 2 γ
1
a2
. (5.35)
In dieser spezifischen Geometrie der zwei Stufen zeigt sich der Unterschied zwi-
schen isotropen und nicht-isotropen Dipol-Tensoren nur in einer unterschiedlichen
Linienenergie.
5.3.1 Gleichgewichtsabstand von Stufen
Da die heteroepitaktische logarithmische Wechselwirkung zwischen gleichnamigen
Stufen anziehend und die hier betrachtete homoepitaktische Wechselwirkung absto-
ßend ist, definiert dieses Wechselspiel den Gleichgewichtsabstand zwischen Stufen,
bei dem sich beide Effekte kompensieren. Ist die Energie von zwei Stufen gleichen
Typs durch
W ∼ 4a2α ln(ξ/a) + 4γξ−2 (5.36)
gegeben, so ist der Gleichgewichtsabstand der Stufen durch
ξ
a
=
√
2γ
α
=
√
2
Q
D
(5.37)
bestimmt. Diese La¨nge macht nur Sinn, wenn der repulsive Effekt im Vergleich zur
Anziehung stark genug ist und ξ ≥ a gilt. An dieser Stelle ist anzumerken, dass die
Wechselwirkung zwischen Monopol- und Dipolmomenten in Gleichung (5.36) nicht
außer Acht gelassen wurden. Die beiden zusa¨tzlichen Beitra¨ge haben bei gleichnami-
gen Stufen umgekehrte Vorzeichen und kompensieren sich.
5.4 Kombiniertes Modell
Im Hinblick auf die angestrebte Anwendung in Monte-Carlo-Simulationen ist es vor-
teilhaft, in einer teilchenorientierten Betrachtungsweise zu bleiben. In den voran-
gehenden Kapiteln wurde zuna¨chst die heteroepitaktische Wechselwirkung zwischen
Stufen auf Dipol-Ladungen der Atome in der Schicht zuru¨ckgefu¨hrt. In a¨hnlicher
Weise la¨sst sich die repulsive homoepitaktische Stufenwechselwirkung ebenfalls na¨he-
rungsweise durch isotrope Dipol-Ladungen an den Stufen modellieren. Ziel des fol-
genden Abschnittes ist es, diese beiden Effekte zu einem Modell zusammenzufu¨hren.
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An dieser Stelle sollte betont werden, dass es aus systematischer Sicht keine Schwie-
rigkeiten macht, die Winkelabha¨ngigkeiten der elastischen Wechselwirkung mitzu-
nehmen. Viel entscheidender fu¨r die praktische Anwendung ist die Frage, ob die
Komponenten der Dipoltensoren unterschiedliche Vorzeichen aufweisen, ob sich bei-
spielsweise bei gegensa¨tzlichen Stufen die Vorzeichen der Komponenten unterschei-
den. Dies ko¨nnte dazu fu¨hren, dass sich die Dipol-Tensoren auf makroskopischer Skala
kompensieren und nur Momente ho¨herer Ordnung u¨brigbleiben. In der numerischen
Behandlung wa¨re dies aufwendiger als die Behandlung der Dipole, fu¨r die der in
Kapitel 5.7 beschriebene Multigrid-Algorithmus ausgelegt ist.
5.4.1 Modelldefinition
Man stelle sich ganze Lagen oder einzelne Atome eines Adsorbats auf einer sonst
glatten Kristalloberfla¨che mit Gitterkonstante a vor. Nimmt man an, dass sich das
Adsorbat koha¨rent ohne Bildung von Versetzungen anlagert, so ist ein glatter hetero-
epitaktischer Adsorbatfilm aufgrund der Gitterfehlanpassung δa/a homogen gedehnt.
Die elastische Energie dieser Konfiguration ist proportional zum Adsorbatvolumen
und zu wh, der Energie pro Einheitsvolumen eines glatten Films. Diese Gro¨ße ha¨ngt
von der Gitterfehlanpassung δa/a ab.
Abweichungen von der Form des glatten Adsorbatfilmes fu¨hren zu Kra¨ften, die am
Substrat angreifen. In diesem Sinne ist das Modell verwandt mit dem Ansatz von
Tersoff [9, 10]. Auf Basis der Abweichungen von einem glatten Adsorbatfilm werden
im Folgenden die Dichten von Kraft-Dipolen und deren Wechselwirkung definiert.
Aufgrund dieser Kraft-Dipol-Dichten ist es mo¨glich, die elastische Energie auf Basis
einer Paar-Wechselwirkung zwischen einzelnen Adsorbatatomen zu verstehen.
5.4.2 Wechselwirkende Kraft-Dipol-Dichten
Die Wirkung der Gitterfehlanpassung zwischen Adsorbat und Substrat wird in die-
sem Modell durch ein Feld von isotropen Kraft-Dipolen h(r) ausgedru¨ckt, welches
proportional zu der Ho¨he der Adsorbatschicht ist. Fu¨r die Wechselwirkung zwischen
den Feldern sind jedoch nicht die absoluten Werte sondern die Ho¨henunterschiede
von Bedeutung. Ein zweites Kraft-Dipol-Feld q(r) hat seinen Ursprung in der Exi-
stenz von Stufen. Durch dieses Feld werden die Kraftdipole an den Stufenkanten
beru¨cksichtigt.
Ist die auf das Substrat wirkende Dichte von Kraft-Dipolen definiert, so la¨sst sich die
elastische Energie des Substrats mit Hilfe der Greenschen Funktion des unendlichen
elastischen Halbraums berechnen. Da die elastische Wechselwirkung zwischen zwei
elastischen Dipolen mit dem Abstand r wie r−3 abfa¨llt, kann die elastische Wechsel-
wirkungsenergie W im Rahmen dieses Modells in der Form
W ∼ 1
2
∫ ∫
d2r d2r′
hh′ + hq′ + h′q + qq′
(r − r′)3
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geschrieben werden, wobei wir uns zuna¨chst keine Gedanken um die formale Di-
vergenz des 1/r3 Terms zu machen brauchen. Sa¨mtliche folgenden Schritte sind un-
abha¨ngig von der konkreten Form des Wechselwirkungspotentials. Die Striche wurden
hier verwendet, um zwischen verschiedenen Argumenten r und r′ der Feldgro¨ßen h
und q zu unterscheiden. h′ ist damit nur eine Abku¨rzung fu¨r h(r′).
Um eine Unabha¨ngigkeit von der Schichtdicke zu gewa¨hrleisten, muss von obigem
Ausdruck noch die Selbstwechselwirkung der Dipoldichten abgezogen werden. Dies
la¨sst sich in einfacher Weise erreichen, indem man den Term hh + 2hq von obigem
Ausdruck abzieht. Somit la¨sst sich die Wechselwirkungsenergie als
W ∼ −1
4
∫ ∫
d2r d2r′
(h+ q − h′ − q′)2 − 2q2
(r − r′)3
schreiben. Dieser Ausdruck ist invariant unter der Transformation h(r)→ h(r) + h0.
Es verbleibt die Selbstenergie des q-Feldes, welche im Prinzip ebenfalls eliminiert
werden kann. In diesem Falle mu¨sste die Gesamtenergie aber um eine lineare Selbst-
energie der Stufen
wq
∫
d2r q
erga¨nzt werden. Dies ist jedoch nur von Bedeutung, falls sich die Dipol-Ladungen an
den Stufenkanten unterscheiden. Ist das Feld q proportional zur absoluten Ho¨hendif-
ferenz, so kann es zum Beispiel relevant sein, ob eine Stufe mit einer Ho¨hendifferenz
von zwei Adsorbatlagen die doppelte Selbstenergie einer einfachen Stufe wie im Falle
eines linearen Terms, oder aber die vierfache Energie wie im Falle des quadratischen
Terms tra¨gt. Unabha¨ngig davon, wie man sich hier entscheidet, fu¨hrt die Wechsel-
wirkung der Dipolladungen entlang ein und derselben Stufenkante zu einem Beitrag
der Stufenenergie, welcher sich auf diesem Wege nicht wegtransformieren la¨sst.
Wir belassen es hier bei der quadratischen Selbstenergie des q-Feldes und ko¨nnen
dann die elastische Energie des Systems in der folgenden Form schreiben
W [h(r), q(r)] = wh
∫
d2r h(r) (5.38)
− α
4
∫ ∫
d2r d2r′
(h+ q − h′ − q′)2 − 2q2
(r − r′)3 . (5.39)
Wir nehmen jedoch an, dass wesentliche qualitative Effekte von der Wahl der Selbst-
energie des q-Feldes unabha¨ngig sind.
Es ist aufschlussreich, die Variation der δW der elastischen Energie bezu¨glich δh und
δq auszufu¨hren,
δW [h, q] = wh
∫
d2r δh (5.40)
− α
∫ ∫
d2r d2r′
[h+ q − h′ − q′] δh
(r − r′)3 (5.41)
− α
∫ ∫
d2r d2r′
[h− h′ − q′] δq
(r − r′)3 . (5.42)
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Vernachla¨ssigt man die Wirkung der Stufenladungen, so erha¨lt man fu¨r eine sinusar-
tige Sto¨rung der Schichtdicke, δh = ∆sin(kx), das chemische Potential
µ =
δW [h, q]
δh
∼ wh − α
∫
d2r′
[h− h′]
(r − r′)3 ∼ wh −∆α|k| sin(kx).
Diese |k|-Abha¨ngigkeit des chemischen Potentials fu¨hrt bei einer gespannten Adsor-
batschicht zur so genannten Asaro-Tiller-Grinfeld Instabilita¨t [54, 55, 59].
5.4.3 Diskretisiertes Gitter-Modell
Will man obigen Hamiltonian (5.38) fu¨r ein Gitter-Modell verwenden, so muss man
von Integralen zu Summen u¨bergehen. Gleichzeitig ist man in der Realisierung des
Modells dazu gezwungen, die 1/r3-Wechselwirkung der Dipol-Ladungen zu regulari-
sieren, um zu einer endlichen Selbstenergie zu kommen. Hierzu definieren wir eine
modifizierte Wechselwirkung Ψ(r), welche fu¨r kleine in Einheiten der Gitterkonstan-
ten a gemessene Absta¨nde r < 1 zuna¨chst den Wert 1 annimmt
Ψ(r) =
{
r−3 fu¨r r ≥ 1
1 fu¨r r < 1
. (5.43)
Mit diesen Modifikationen la¨sst sich die elastische Energie als
W [h, q] = wh
∑
i
hi − α
4
∑
i=j
[(hi + qi − hj − qj)2 − 2q2i ]Ψ(rij) (5.44)
schreiben. Dabei ist hi einfach um das diskretisierte Form des Feldes h(r) am Gitter-
platz i und rij der Abstand zwischen zwischen den Gitterpla¨tzen i und j.
5.5 Zuordnung der Dipol-Ladungen
Das Feld hi ist proportional zur Ho¨he z(r) des Adsorbats am Gitterplatz i. Die
Anzahl der Kantenladungen definieren wir u¨ber die Anzahl der an einen Gitterplatz
grenzenden Ho¨hendifferenzen. Formal la¨sst sich dies durch den Ausdruck
qk =
1
a
∑
〈i,j〉
|hi − hj|δik (5.45)
schreiben. Abbildung 5.4 zeigt die Verteilung der Dipol-Ladungen gema¨ß Gleichung
(5.45). Diese Art der Zuordnung erha¨lt die Symmetrie zwischen Inseln nun Lo¨chern.
Eine Konfiguration mit einem einzelnen Adatom auf einem ebenen Substrat hat damit
dieselbe Energie wie die Konfiguration mit einem Loch, d. h. einem fehlenden Atom
in der obersten Lage.
Diese Definition ist jedoch unpraktisch, um Rechnungen von Hand durchzufu¨hren.
Deshalb definieren wir an dieser Stelle eine alternative Zuordnungsvorschrift, welche
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Abbildung 5.4: Zugeordnete Dipol-Ladungen des h-Feldes (links) und des q-Feldes
(rechts) in Einheiten des jeweiligen Ladungsquants. Null-Ladungen sind nicht notiert.
Die Zuordnungsvorschrift fu¨r die Dipol-Ladungen des q-Feldes gewa¨hrleistet gema¨ß
Gleichung (5.45) eine Symmetrie zwischen Lo¨chern und Inseln.
die Berechnungen im folgenden Kapitel wesentlich erleichtert. Dabei soll das q-Feld
am Gitterplatz i eine Ladung tragen, falls ein Adsorbatatom an diesem Platz minde-
stens eine gebrochene Bindung besitzt. Formal gilt also fu¨r das folgende Kapitel 5.6
qk = min
[
1,
∑
<i,j>
max(hi − hj , 0)δik
]
. (5.46)
Auf diese Weise tra¨gt sowohl ein einzelnes Adsorbatatom auf einer sonst glatten
Oberfla¨che als auch eine Stufenkante ein zusa¨tzliches Dipolmoment. Die Definition
der hi bleibt unvera¨ndert. Es ist zu erwarten, dass sich die in Kapitel 5.6 von Hand
berechneten Energien der Beispielkonfigurationen auf kleinen Absta¨nden gegenu¨ber
Gleichung (5.45) a¨ndern. Das Verhalten auf großen La¨ngenskalen kann sich durch
diese lokale Modifikationen nicht a¨ndern. Es ist anzumerken, dass diese Form der
Wechselwirkung modellhaft zu verstehen ist. Die mikroskopischen Details spielen eine
untergeordnete Rolle. Im na¨chsten Abschnitt werden wir zeigen, dass der gewa¨hlte
Ausdruck eine Vielzahl von Grenzfa¨llen korrekt reproduziert.
5.6 Grenzfa¨lle
In den folgenden Abschnitten werden beispielhaft von Hand einige einfache Konfigu-
rationen im diskreten Modell berechnet um zu sehen, ob sich das Modell wie erwartet
verha¨lt. Insbesondere wird der Unterschied zwischen auftretenden Summen und ei-
ner Integralna¨herung beleuchtet. Hierbei wird eine Verteilung der Ladungen an den
Stufenkanten gema¨ß Gleichung (5.46) angenommen.
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5.6.1 Einzelnes Adsorbatatom auf einem Substrat
Im Falle eines einzelnen Adsorbatatoms am Gitterplatz k auf einem sonst glatten
Substrat sind die Dipol-Felder gema¨ß der oben definierten Regel durch hi = h˜δik und
qi = q˜δik gegeben. Die elastische Energie ergibt sich somit als
W [h, q] = whh˜− α
2
(h˜2 + 2h˜q˜)
∑
i=k
Ψ(rik) +
α
2
q˜2Ψ(0).
Die Bedeutung der verschiedenen Beitra¨ge ist wie folgt: Interpoliert man das Ad-
sorbatatom als makroskopische Adsorbatschicht, so ist fu¨r diese koha¨rente, homogen
verspannte Schicht elastische Energie aufzubringen. Aufgrund der ra¨umlichen Inho-
mogenita¨t der Konfiguration kommt es jedoch zu einer Korrektur, die die elastische
Energie verringert. Durch die mikroskopischen Stufen rund um das adsorbierte Atom
kommt es zu einem nicht verschwindenden Dipolfeld q, welches mit dem Feld h wech-
selwirkt und zusa¨tzlich eine Selbstenergie besitzt.
Betrachtet man zusa¨tzlich zu den hier aufgefu¨hrten elastischen Energiebeitra¨gen auch
Oberfla¨chen- oder Bindungsenergie, so kann im Allgemeinen der Beitrag der Selbst-
energie als lokaler Effekt mit Bindungsenergien verrechnet werden. Auf diese Weise
ergeben sich Korrekturen zur Linienenergie einer Stufe.
5.6.2 Zwei Adsorbatatome auf einem Substrat
Besteht die Konfiguration aus zwei Adsorbatatomen an den Gitterpla¨tzen k = l, so
sind die Dipolfelder hi = h˜(δik + δil) und qi = q˜(δik + δil) gegeben. Damit stellt sich
die elastische Energie wie folgt dar:
W [h, q] = 2whh˜− α(h˜2 + 2h˜q˜)
∑
i=k
Ψ(rik) + αq˜
2Ψ(0) + α(h˜+ q˜)2Ψ(rkl).
Abgesehen von der zweifachen Energie des schon betrachteten einzelnen Atoms tritt
hier zusa¨tzlich der erwartete Wechselwirkungterm auf, der vom Abstand rkl wie
Ψ(r) ∼ r−3 abha¨ngt.
5.6.3 Zwei parallele Stufen auf einem Substrat
Fu¨r zwei parallele auf der Substratoberfla¨che verlaufende Stufen der La¨nge L im
Abstand ξ nehmen die Dipol-Felder die Form
hi=(x,y) =
{
h˜ 0 ≤ x < ξ
0 sonst
, (5.47)
qi=(x,y) =
{
q˜ x ∈ {0, ξ − 1}
0 sonst
(5.48)
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an. Aufgrund der einfacheren Rechnung wurden hierbei Stufen mit gegensa¨tzlichen
Vorzeichen angenommen. Die elastische Energie ergibt sich hiermit zu
W [h, q] = Lξ whh˜
− α
4
∑
i,j
[(hi − hj)2 + 2(qi − qj)(hi − hj)− 2qiqj)2]Ψ(rij).
Wa¨hrend der erste Term wieder die elastische Energie der homogen verspannten
Adsorbatschicht zwischen den Stufen repra¨sentiert, fu¨hrt der zweite Term zu Korrek-
turen, die als Monopol-Wechselwirkung und Dipol-Wechselwirkung zwischen Stufen
sowie als Monopol-Dipol-Wechselwirkung zwischen Stufen bekannt sind.
Um eine einfache Notation zu gewa¨hrleisten ist es zweckma¨ßig, Summationsgebiete
mit Namen zu kennzeichnen. S bezeichnet das Gebiet zwischen den Stufen. L1, L2
werden die Linien entlang der Stufen, genauer der Stufenoberkante sein, folglich gilt
fu¨r L1, L2 ⊂ S.
h-h-Terme
Aus dem Wechselwirkungsterm des h-Feldes ergibt sich die Monopol-Wechselwirkung
zwischen Stufen
Whh = −α
4
∑
i,j
(hi − hj)2Ψ(rij) = −α
2
h˜2
∑
i ∈ S
j ∈ S
1
r3ij
. (5.49)
Um das asymptotische Verhalten dieses Ausdrucks zu bestimmen, ist es sinnvoll,
die Summe durch ein Integral zu na¨hern und das Ergebnis mit der numerischen
ausgewerteten Summe zu vergleichen. Man erha¨lt auf diese Weise
−Whh
α
= h˜2L
∑
i = (0 ≤ x < ξ, y = 0)
j = (x′ ≥ ξ, y′)
1
r3ij
∼ h˜2L
ξ−1∫
0
dx
∞∫
ξ
dx′
∞∫
−∞
dy′
1
[(x− x′)2 + y′2]3/2 .
Das Integral kann einfach ausgewertet werden:
ξ−1∫
0
dx
∞∫
ξ
dx′
∞∫
−∞
dy′
1
[(x− x′)2 + y′2]3/2 = 2 ln(ξ).
Der Abstand ξ der Stufen ist hier in Einheiten der Gitterkonstante a gemessen.
Beru¨cksichtigt man das Vorzeichen des Wechselwirkungsterms, so ergibt sich eine
logarithmische Abstoßung zwischen den beiden gegensa¨tzlichen Stufen. Diese Wech-
selwirkung bezeichnet man u¨blicherweise als Monopol-Wechselwirkung von Stufen.
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Abbildung 5.5: Wert der numerischen Summe fSUMmm und der Integralna¨herung f
INT
mm
gegen Abstand ξ, fu¨r f 0mm ≈ 3.2. Man findet gute U¨bereinstimmung mit dem asym-
ptotischen Verhalten ∼ ln(ξ).
Um dieses Ergebnis mit der numerischen Summation vergleichen zu ko¨nnen, definie-
ren wir die Gro¨ßen f
INT/SUM
mm durch
f INTmm = 2 ln(ξ) + f
0
mm; f
SUM
mm =
∑
i = (0 ≤ x < ξ, y = 0)
j = (x′ ≥ ξ, y′)
1
r3ij
.
Nun lassen sich f INTmm und f
SUM
mm vergleichen, siehe Abbildung 5.5. Die Konstante
f 0mm ≈ 3.2 steht in Zusammenhang mit der einen Linie, die in der Integralna¨herung
ausgelassen wurde. Die entsprechende Summe kann mit
sa,h =
∑
x>0,y
1
(x2 + y2)3/2
≈ 3.3 (5.50)
angegeben werden. Die Asymptotik wird somit durch die Integral-Na¨herung sehr gut
wiedergegeben, wa¨hrend die kurzreichweitigen Beitra¨ge gesondert behandelt werden
mu¨ssen.
Verwendet man diese Definitionen, kann der Monopol-Beitrag zur Wechselwirkungs-
energie in der Form
Whh ∼ −αh˜2Lfmm(ξ) ≈ −αh˜2L [2 ln(ξ) + 3.2] (5.51)
geschrieben werden.
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q-q-Terme
Das q-Feld fu¨hrt auf die so genannte Dipol-Wechselwirkung zwischen Stufen. Das
Vorgehen ist analog zur h-h-Wechselwirkung. Wir stellen zuna¨chst fest, dass
Wqq =
α
4
∑
i,j
2qiqjΨ(rij) = αq˜
2
{ ∑
i,j∈L1
Ψ(rij) +
∑
i ∈ L1
j ∈ L2
1
r3ij
}
gilt. Der erste der beiden Terme ist die Selbstwechselwirkung der Stufe aufgrund der
Dipol-Ladungen q. Es ist zweckma¨ßig, die Summe direkt numerisch auszuwerten
Lq˜2
{
1 + 2
∞∑
i=1
1
i3
}
≈ Lq˜2
{
1 + 2.40
}
= 3.4Lq˜2.
Der zweite Term ergibt
q˜2L
∑
i = (x = 0, y = 0)
j = (x′ = ξ − 1, y′)
1
r3ij
≈ q˜2L
∞∫
−∞
dy′
1
[(ξ − 1)2 + y′2]3/2
= L
2q˜2
(ξ − 1)2 = L
2q˜2
ξ2
+O(ξ−3).
Dieser Term dru¨ckt die Dipolwechselwirkung zwischen den Stufen aus. Beru¨cksichtigt
man alle Vorzeichen, so ist diese Wechselwirkung repulsiv.
Zum Vergleich von Integral und numerischer Summe definieren wir f
INT/SUM
dd durch
f INTdd =
2
ξ2
; fSUMdd =
∑
i = (x = 0, y = 0)
j = (x′ = ξ − 1, y′)
1
r3ij
. (5.52)
Abbildung 5.6 zeigt einen Vergleich zwischen Integralna¨herung f INTdd und der tatsa¨ch-
lichen Summe fSUMdd . Die Terme zeigen gute U¨bereinstimmung. Unter Verwendung
dieser Ausdru¨cke kann der q-Wechselwirkungsbeitrag zur elastischen Energie in der
Form
Wqq ≈ αq˜2L
[
fdd(ξ) + f
0
dd
]
(5.53)
mit f 0dd ≈ 3.4 geschrieben werden.
h-q-Terme
Zusa¨tzlich zu den reinen h-h- und q-q-Wechselwirkungen treten auch gemischte Ter-
me auf. Diese fu¨hren zu einer Wechselwirkung zwischen dem Monopol- und dem
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Abbildung 5.6: Vergleich zwischen Integralna¨herung f INTdd und numerischer Summe
fSUMdd gegen Abstand ξ der Stufen. Die Summe zeigt gute U¨bereinstimmung mit dem
erwarteten asymptotischen Verhalten ∼ ξ−2.
Dipolmoment der Stufen.
Wqh = −α
4
∑
i,j
2(qi − qj)(hi − hj)Ψ(rij)
= −α
4
h˜
∑
i ∈ S
j ∈ S
2(qi − qj)
r3ij
+
α
4
h˜
∑
j ∈ S
i ∈ S
2(qi − qj)
r3ij
= −αh˜
∑
i ∈ S
j ∈ S
qi
r3ij
= −2αh˜q˜
∑
i ∈ L1
j ∈ S
1
r3ij
Durch analoges Vorgehen erha¨lt man
2h˜q˜
∑
i ∈ L1
j ∈ S
1
r3ij
= 2h˜q˜L
[ ∑
i = (x = 0, y = 0)
j = (x′ < 0, y′)
1
r3ij
+
∑
i = (x = 0, y = 0)
j = (x′ ≥ ξ, y′)
1
r3ij
]
∼ 2h˜q˜Lsa,h + 2h˜q˜L
∞∫
ξ
dx′
∞∫
−∞
dy′
1
(x′2 + y′2)3/2
= 2h˜q˜L
[
sa,h +
2
ξ
]
.
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Abbildung 5.7: Vergleich zwischen Summe und Integralna¨herung. fSUMdm und f
INT
dm sind
gegen Abstand ξ der Stufen aufgetragen. Summe und Integral liefern ein asymptoti-
sches Verhalten ∼ ξ−1.
Unter Beru¨cksichtigung aller Vorzeichen ist diese Wechselwirkung fu¨r die betrachtete
Geometrie anziehend. Unter Verwendung der Definition
f INTdm =
2
ξ
; fSUMdm =
∑
i = (x = 0, y = 0)
j = (x′ ≥ ξ, y′)
1
r3ij
, (5.54)
kann man die Beitra¨ge zur elastischen Energie aufgrund der gemischten Terme mit
f 0dm = sa,h ≈ 3.3 in der Form
Wqh ∼ −αq˜h˜2L
[
fdm(ξ) + f
0
dm
]
(5.55)
schreiben. Abbildung 5.7 zeigt einen Vergleich zwischen der Integralna¨herung und
Summe. Wieder zeigt sich eine gute U¨bereinstimmung zwischen f INTdm und f
SUM
dm .
Ergebnis
Kombiniert man die Teilergebnisse aus den Gleichungen (5.51), (5.53) und (5.55), so
ergibt sich die elastische Energie der betrachteten Stufenkonfiguration zu
W [h, q] = αL
[
−h˜2fmm(ξ) + q˜2[fdd(ξ) + f 0dd]− 2q˜h˜[fdm(ξ) + f 0dm]
]
(5.56)
≈ αL
[
−h˜2[2 ln(ξ)− 3.2] + q˜2[2ξ−2 + 3.4]− 2q˜h˜[2ξ−1 + 3.3]
]
.
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Die Sta¨rke der Wechselwirkungen ist zuna¨chst proportional zu α. Die relativen Am-
plituden der Wechselwirkungen zwischen Monopolen und Dipolen sowie zwischen
Dipolen allein sind durch die Parameter q˜ und h˜ festgelegt.
5.6.4 Einzelnes Adatom vor einer Stufe
Betrachtet man nun ein Adatom im Abstand ξ vor einer Stufe, so sind die Dipolfelder
durch
hi=(x,y) =
{
h˜ x ≥ 0
h˜δx,−ξδy,0 sonst
, (5.57)
qi=(x,y) =
{
q˜ x = 0
q˜δx,−ξδy,0 sonst
(5.58)
gegeben. Mit der bedeckten Fla¨che A, die die von der Stufe bedeckte Halblage und
das einzelne Adsorbatatom beru¨cksichtigt, la¨sst sich die elastische Energie der Kon-
figuration als
W [h, q] = Awhh˜− α
4
∑
i,j
[(hi − hj)2 + 2(qi − qj)(hi − hj)− 2qiqj ]Ψ(r3ij)
schreiben. Die Beitra¨ge zu dieser Energie sind in vielerlei Hinsicht a¨hnlich zu der
Konfiguration des Adsorbatstreifens mit den zwei begrenzenden Stufen. Wiederum
ist es sinnvoll, die Nomenklatur durch Benennung von Summationsgebieten zu er-
leichtern. S bezeichne die gefu¨llte Halblage, P sei das einzelne Adsorbatatom und L
die Linie entlang der Stufenoberkante (L ⊂ S).
h-h-Terme
Die h-h-Terme sind verantwortlich fu¨r die Wechselwirkung des Monopolmoments der
Stufe mit dem Dipolmoment des isolierten Adsorbatatoms. Mit der Definition der
Gro¨ße sa,l durch
sa,l =
∑
(x,y)=(0,0)
1
(x2 + y2)3/2
≈ 9.03, (5.59)
la¨sst sich der h-h-Beitrag zur elastischen Energie als
Whh = −α
4
∑
i,j
(hi − hj)2Ψ(rij) = −α
2
∑
i ∈ S
j ∈ S
h˜2
r3ij
− α
2
∑
i ∈ P
j ∈ P
h˜2
r3ij
+ α
∑
i ∈ S
j ∈ P
h˜2
r3ij
≈ −αh˜2 {L[ln(L)− 1] + 2} − αh˜2sa,l
2
+ αh˜2fdm(ξ) (5.60)
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schreiben. Dabei wurde die erste Summe im Limes großer L in der Form
∑
i ∈ S
j ∈ S
h˜2
r3ij
= L
−1∫
−∞
dx
∞∫
0
dx′
L/2∫
−L/2
dy
1
[(x− x′)2 + y2]3/2
∼ 2L[ln(L)− 1] + 4 +O(L−1)
ausgewertet. Dieses Ergebnis zeigt, dass die Selbstenergie einer einzelnen Stufe loga-
rithmisch mit der Stufenla¨nge L divergiert. Die anderen beiden Terme sind Beitra¨ge
zur Selbstenergie des isolierten Adsorbatatoms und zur Wechselwirkung zwischen
Stufe und Atom.
q-q-Terme
Dieser Anteil ist fu¨r die Wechselwirkung zwischen dem Dipolmoment der Stufe und
dem q-Anteils des Dipolmomentes des isolierten Atoms verantwortlich. Es ergibt sich
Wqq =
α
4
∑
i,j
2qiqjΨ(rij) = αq˜
2
∑
i ∈ P
j ∈ L
1
r3ij
= αq˜2fdd(ξ). (5.61)
h-q-Terme
Aus den gemischten Termen folgt die Wechselwirkung des h-Anteils des Dipolmo-
mentes des isolierten Adsorbatatoms mit dem Dipolmoment der Stufe q. Ebenso
beschrieben wird die Wechselwirkung des q-Anteils des Dipolmomentes des isolierten
Atoms mit dem Monopolmoment der Stufe. Fu¨r die gemischten Terme gilt:
Wqh = −α
4
∑
i,j
2(qi − qj)(hi − hj)Ψ(rij) = −α
2
∑
i ∈ S
j ∈ S
2(qi − qj)(hi − hj)
r3ij
= −α
∑
i ∈ S
j ∈ S
h˜(qi − qj)
r3ij
+ α
∑
i ∈ S
j ∈ P
h˜(qi − qj)
r3ij
= −α
∑
i ∈ L
j ∈ S
h˜q˜
r3ij
+ α
∑
i ∈ L
j ∈ P
h˜q˜
r3ij
+ α
∑
i ∈ S\L
j ∈ P
h˜q˜
r3ij
= −α
∑
i ∈ L
j ∈ S
h˜q˜
r3ij
+ α
∑
i ∈ S
j ∈ P
h˜q˜
r3ij
= −αLh˜q˜sa,h + αh˜q˜fdm(ξ). (5.62)
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Ergebnis
Fasst man die Teilergebnisse aus (5.60), (5.61) und (5.62) zusammen, so ergibt sich
W [h, q] = Awhh˜+ α
{
h˜2[fdm(ξ)− L(lnL− 1)− 2− sa,l/2]
+ q˜2fdd(ξ) + h˜q˜[fdm(ξ)− Lsa,h]
}
. (5.63)
Die Sta¨rke der Wechselwirkungen ist proportional zu α. Die relativen Amplituden
der Wechselwirkungen zwischen dem Dipolmoment des Adatoms und dem Monopol-
moment der Stufe sowie zwischen dem Dipolmoment des Adatoms und dem Dipol-
moment der Stufe ergeben sich aus den Parametern q˜ und h˜. Auch hier liefert das
Modell alle generischen Wechselwirkungen zwischen den Momenten der Kraftdichte.
5.7 Multigrid-Algorithmus
Eine schnelle Bestimmung der Energien stellt das Hauptproblem der Effizienz einer
Monte-Carlo-Simulation mit langreichweitig wechselwirkenden Teilchen dar. Ist bei
Einteilchendiffusion die Energie noch relativ einfach zu berechnen, da das Potential
fu¨r einen la¨ngeren Zeitraum als konstant gegeben ist und somit – wenn u¨berhaupt –
nur selten bestimmt werden muss, so resultiert aus der Teilchenwechselwirkung bei
Vielteilchendiffusion ein schnell vera¨nderliches Potential, das sich mit jedem Mikro-
zeitschritt vera¨ndert. Im Fall der 1/r3 Wechselwirkung zwischen Adsorbatatomen,
siehe Kapitel 4, hat man es bei einem Substrat der Gro¨ße L2 mit beliebiger endlicher
Adsorbatdichte n < 1 mit einer Vielzahl N = nL2 von wechselwirkenden Teilchen
zu tun. Die Energie eines Adsorbatatoms ergibt dann sich aus der Superposition der
Zweiteilchen-Potentiale. Will man auf eine ku¨nstlich eingefu¨hrte endliche Reichweite
verzichten, so ergibt sich die Notwendigkeit der Summation u¨ber O(L2) Terme. Fu¨r
den betrachteten Fall der Simulation eines Diffusionsprozesses mit lokalen Monte-
Carlo-Schritten bedeutet das pro Zeitschritt einen Aufwand von O(L4), da jedem
Adsorbatatom pro Zeitschritt die Mo¨glichkeit gegeben werden soll, einen U¨bergang
zu machen. Im Gegensatz zur Diffusion eines einzigen Teilchens in einem a¨ußeren
Feld a¨ndert sich durch den U¨bergang eines Adsorbatatoms das Potential fu¨r jedes
andere Adsorbatatom. Das Feld ist kein a¨ußeres, welches fu¨r eine bestimmte An-
zahl Zeitschritte unvera¨ndert bleibt, sondern es a¨ndert sich durch jeden akzeptierten
Monte-Carlo-Schritt. Im Gegensatz zum Fall ohne Wechselwirkung quadriert sich der
Aufwand.
Ohne eine Reduktion der Ordnung des Aufwands ist die Simulation eines wech-
selwirkenden Systems kaum sinnvoll, da die Vergleichbarkeit zu typischerweise viel
gro¨ßeren Systemen ohne langreichweitige Wechselwirkung nicht gewa¨hrleistet ist. Die
Einfu¨hrung einer endlichen Reichweite des Potential wu¨rde zwar die Ordnung redu-
zieren, jedoch eine neue La¨ngenskala ins Spiel bringen, was insbesondere im Hinblick
auf das zu untersuchende Skalenverhalten a¨ußerst problematisch erscheint.
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Abbildung 5.8: Skizze zum Multigridverfahren: Zuordnung der zu beru¨cksichtigenden
und der schon abgedeckten Positionen.
Ein Ausweg aus dem Dilemma ergibt sich durch den Einsatz eines Multigrid-Verfah-
rens. Man betrachtet dabei das System auf einer Zahl unterschiedlicher hierarchischer
Vergro¨berungsskalen und berechnet die Wechselwirkung auf jeder Vergro¨berungsstufe
nur in unmittelbarer Na¨herung der Zelle, zu welcher der urspru¨ngliche Gitterpunkt
geho¨rt. In der nullten Vergro¨berungsstufe, im Folgenden auch Ebene genannt, ent-
spricht das Gitter der Auflo¨sung des Systems. Bei jedem Vergro¨berungsschritt wird
eine feste Anzahl von Gitterpunkten zusammengefasst.
Neben dem hier beru¨cksichtigten Monopolmoment, welches der effektiven Verzer-
rungsladung innerhalb der Zellen entspricht, kann in aufwendigeren Verfahren durch
eine Einbeziehung ho¨herer Terme der Multipolentwicklung natu¨rlich die Genauigkeit
gesteigert werden. Das hier benutzte Verfahren behandelt jedoch sowohl die kurz-
reichweitige Wechselwirkung als auch die langreichweitige Asymptotik exakt. Sollte
die Vernachla¨ssigung von Korrekturen fu¨r den Bereich mittlerer Entfernungen die
universellen Systemeigenschaften beeinflussen, so sind diese A¨nderungen mit der uns
derzeit zur Verfu¨gung stehenden Rechenzeit nicht aufzudecken. Es folgt eine detail-
lierte Beschreibung des verwendeten Algorithmus.
5.7.1 Algorithmus der Energieberechnung
In der vorliegenden Version des Algorithmus wurde eine Zweierblockung gewa¨hlt.
Diese bietet im Vergleich zur Dreier- oder Fu¨nferblockung Geschwindigkeitsvorteile
aufgrund der einfacheren Darstellung der Integer-Division durch Bitshift-Operationen
5.7. MULTIGRID-ALGORITHMUS Seite: 71
in der bina¨ren Arithmetik des Computers. Nun sind zum einen die Monopolmomen-
te auf allen Vergro¨berungsebenen durch Summation zu bestimmen, zum anderen
muss eine einfache Zuordnung gefunden werden, welche Monopolmomente auf der
jeweiligen Ebene zu beru¨cksichtigen sind und welche auf niedrigeren Ebenen schon
beru¨cksichtigt wurden. Dazu sollte eine Hierarchie von Gittern unabha¨ngig vom Git-
terplatz ausreichen. Die Regel ist recht einfach: Es sind immer gerade die na¨chsten und
u¨berna¨chsten Nachbarpla¨tze sowie zusa¨tzlich der Rest, der von Linien ho¨herer Ord-
nung eingegrenzten Vierergruppen, abzudecken. Das Verfahren ist in Abbildung 5.8
skizziert. Der Stern bezeichnet hier den Punkt im Ursprungsgitter, in dem das Poten-
tial berechnet werden soll. Auf ho¨heren Ebenen kennzeichnet er die vergro¨berte Ko-
ordinate, die dieser Punkt bei der jeweiligen Vergro¨berung hat. Auf unterster Ebene
gibt es dabei noch keine Komplikationen, da die mit einem Kreis gekennzeichneten
Ladungen ohne Na¨herung uneingeschra¨nkt in die Energieberechnung eingehen. Ab
der ersten Ebene tritt jedoch der Fall auf, dass genau drei der neuen na¨chsten Nach-
barn schon auf niedrigerer Ebene beru¨cksichtigt wurden. Um eine Doppelza¨hlung der
Ladungen zu verhindern, fallen sie fu¨r diese Ebene aus der Summation heraus. Die
restlichen auf einer Ebene dann zu beru¨cksichtigenden Ladungen sind in zwei Winkeln
angeordnet, die in Abbildung 5.8 durch unterschiedliche Linienbreite betont wurden,
einem großen a¨ußeren und einem kleinen inneren, deren Lage und Orientierung sich
durch Modulo-Operationen bestimmen lassen.
Hat das System die Seitenla¨nge L, so muss die Berechnung u¨ber log2 L Ebenen er-
folgen. Sind alle Monopole bekannt, so ist der Aufwand fu¨r alle Ebenen gleich und
der Aufwand fu¨r die Energieberechnung wa¨chst mit logL der Systemgro¨ße. Es bleibt
noch zu erwa¨hnen, dass das Auffrischen der Ladungen bei Konfigurationsa¨nderungen
sich ebenfalls mit einem Aufwand proportional logL bewerkstelligen la¨sst. Insgesamt
verringert dieser Multigrid-Algorithmus also den Aufwand im Vergleich zur einfachen
Summation u¨ber Zweiteilchenpotentiale von L2 auf logL.
5.7.2 Behandlung der Monopolwechselwirkung
Mit der Wechselwirkung zweier Teilchen auf dem Ursprungsgitter ist auch die Wech-
selwirkung der Monopole auf den Vergro¨berungsebenen gegeben. Die Verallgemeine-
rung des Teilchenpotentials auf die Wechselwirkung eines Monopols mit einem be-
stimmten Teilchen beruht auf der Mittelung u¨ber die Teilchenwechselwirkung aller zu
diesem Monopol geho¨rigen Mikrokonfigurationen. Das entspricht dem Prinzip maxi-
maler Entropie oder der Annahme, die Ladung des Monopols sei homogen innerhalb
der Makrozelle verteilt.
Um Speicherplatz zu sparen, werden wir ferner nicht nur eine homogene Verteilung in
der Zelle, mit der das betrachtete Teilchen wechselwirkt, sondern auch eine homogene
Verteilung in der Zelle des betrachteten Teilchens selbst annehmen. Da das Potential
der nullten Ebene ohne Modifikation auf dem Gitter gegeben ist, la¨sst sich im Prinzip
das Potential auf ho¨heren Ebenen durch direkte Summation bestimmen. Es treten
dann aber Korrekturen fu¨r die na¨chsten Nachbarn und diagonal-na¨chsten Nachbarn
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Abbildung 5.9: Korrekturen zum Potential durch Topologie der na¨chsten Nachbarn.
auf, welche sich aus der Struktur des Algorithmus ergeben. Am einfachsten zu sehen
ist es im Fall der na¨chsten Nachbarn auf Ebene n. Wird im Algorithmus eine direkt
benachbarte Zelle auf Ebene n beru¨cksichtigt, so bedeutet dies, dass die Zelle des
betrachteten Teilchens auf Ebene n−1 nicht direkt an den Viererblock gegrenzt haben
kann, der die obige direkt benachbarte Zelle auf Ebene n− 1 vertritt. Abbildung 5.9
zeigt die Topologie der na¨chsten Nachbarpla¨tze auf Ebene n und deren Lage zur
betrachteten Position auf Ebene n − 1. Hier muss das Potential folglich korrigiert
werden. Der Fall der diagonal-na¨chsten Nachbarn verha¨lt sich analog.
In dieser Version kommt der Algorithmus mit einer 3 × 3-Matrix pro Ebene aus.
Nimmt man jedoch die Position des betrachteten Teilchens exakt mit, so beno¨tigt
man auf Ebene n eine Potentialmatrix der Gro¨ße 3 · 2n × 3 · 2n, was den Speicher-
bedarf enorm erho¨ht. Bei einer typischen Systemgro¨ße von 1024× 1024 erga¨be sich
im letzteren Fall bei der Verwendung von Gleitkommazahlen doppelter Genauigkeit
ein Speicherbedarf von 72MByte allein fu¨r die Potentialmatrix. Natu¨rlich wa¨re es
wu¨nschenswert, hier die Position exakt mitzunehmen, genauso wie es wu¨nschenswert
wa¨re, den Algorithmus auf ho¨here Terme der Multipolentwicklung auszuweiten. Diese
Verbesserungen sind aber nur auf Kosten der Systemgro¨ße zu realisieren und treten
deshalb in den Hintergrund.
Es wa¨re ohne weiteres denkbar, die bislang feste Multigrid-U¨berstruktur im Mittel
zu beseitigen, indem man das Grid beispielsweise alle N2 Schritte um einen zufa¨lligen
Vektor verschiebt, siehe Abbildung 5.10. Effekte, die durch eine feste Multigrid-U¨ber-
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Abbildung 5.10: Die Skizze zeigt eine mo¨gliche zufa¨llige Verschiebung des Multigrids,
welche dazu dienen ko¨nnte, jene Effekte zu vermeiden, die durch eine feste Multigrid-
U¨berstruktur auftreten ko¨nnten. Das System wird innerhalb der Periodizita¨t um einen
zufa¨llig gewa¨hlten Vektor verschoben. Die Liniendicke symbolisiert die Struktur der
Makrozellen auf ho¨heren Ebenen der Multigrid-Struktur.
struktur auftreten ko¨nnten, wu¨rden hierdurch vermieden. Da jedoch im Verlauf der
Arbeit keine Auffa¨lligkeiten dieser Art auftraten, wurde auf den Einsatz dieser Tech-
nik verzichtet.
5.8 Numerische Tests
Die folgenden Tests wurden mit dem oben beschriebenen Multigrid-Verfahren auf
einem 1024× 1024-Gitter berechnet. Die Zuordnung der Ladungen an Stufenkanten
entspricht Gleichung (5.45). Aufgrund der Konzeption des Multigridverfahrens, bei
dem das Grid festgehalten wird, sind einige Invarianzen nicht exakt erfu¨llt. Die Ener-
gie einer Konfiguration a¨ndert sich zum Beispiel geringfu¨gig, wenn sie auf dem Gitter
um ein paar Einheiten verschoben wird. Um diese Effekte sichtbar zu machen, wer-
den im Folgenden die Testkonfigurationen u¨ber das Gitter verschoben und Maximal-,
Minimal- und Durchschnittsenergien bestimmt. Wechselwirkungsenergien zwischen
verschiedenen Objekten sind auf die Energie fu¨r große Absta¨nde bezogen, bei denen
die Wechselwirkung vernachla¨ssigt werden kann. Oberfla¨chenenergien werden nicht
beru¨cksichtigt, die elastische Wechselwirkung wurde fu¨r die folgenden Simulationen
nicht um eine Bindungenergie erga¨nzt.
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Abbildung 5.11: Wechselwirkungsenergie W (r) zweier einzelner Adsorbatatome gegen
den Abstand r. Mit q˜ = 0, h˜ = 0.1 und α = 1 reproduziert das Multigrid-Verfahren
im Mittel das theoretisch erwartete Verhalten W ∼ 0.01r−3.
5.8.1 h-Feld
Dies ist der Fall mit heteroepitaktischer Gitterfehlanpassung unter Vernachla¨ssigung
von zusa¨tzlich an den Stufen auftretenden elastischen Dipolen. Abbildung 5.11 zeigt
hierzu die Energie zweier Adsorbatatome im Abstand r. Mit q˜ = 0 und h˜ = 0.1 tra¨gt
das q-Feld nicht zur Energie bei.
Fu¨r zwei einzelne Adsorbatatome erwarten wir fu¨r die Wechselwirkungsenergie W (r)
eine Abstandsabha¨ngigkeit der Art r−3. Fu¨r die spezielle Wahl des Parameters α = 1
sollte sich die Energie W wie ∼ 0.01r−3 verhalten. Wie man leicht sieht, liefert der
Multigrid-Algorithmus im Mittel das erwartete Verhalten. Abweichungen fu¨r große
Absta¨nde haben ihren Ursprung in den periodischen Randbedingungen und der end-
lichen Systemgro¨ße.
Die Wechselwirkungsenergie W eines einzelnen Adsorbatatoms mit einer Linie von
Adsorbatatomen im Abstand r kann durch Integration der r−3 ermittelt werden und
verha¨lt sich wie 2r−2. Mit den oben gewa¨hlten Parametern ergibt sich eine Wechsel-
wirkungsenergie W ∼ 0.02r−2. Das Ergebnis des Multigrid-Verfahrens ist in Abbil-
dung 5.12 gezeigt. Die U¨bereinstimmung ist zufriedenstellend.
Durch weitere Integration kann man die Wechselwirkung W des Adatoms mit einer
Stufe ermitteln. Unter Beibehaltung der obigen Wahl von Parametern ergibt sich
fu¨r diese Konfiguration W ∼ 0.02r−1. Das Multigridverfahren liefert die in Abbil-
dung 5.13 gezeigten Daten. Die U¨bereinstimmung ist zufriedenstellend, wenn man
bedenkt, dass das theoretische Ergebnis durch Integration und nicht durch Summati-
on ermittelt wurde. Ein Vergleich zwischen der relevanten Summe im Vergleich zum
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Abbildung 5.12: WechselwirkungsenergieW (r) eines Adsorbatatoms mit einer geraden
Linie von Adsorbatatomen gegen den Abstand r. Mit q˜ = 0, h˜ = 0.1 und α = 1
reproduziert der Multigrid-Algorithmus im Mittel die Vorhersage der Theorie W ∼
0.02r−2.
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Abbildung 5.13: Wechselwirkungsenergie W (r) eines Adsorbatatoms mit einer gefu¨ll-
ten Halblage von Adsorbatatomen, d. h. einer Stufe, gegen den Abstand r. Mit q˜ = 0,
h˜ = 0.1 und α = 1 liefert der Multigrid-Algorithmus in etwa das erwartete Verhalten
W ∼ 0.02r−1.
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Abbildung 5.14: Energie W (r) zweier einzelner Adsorbatatome im Abstand r entlang
der Hauptachsenrichtung aufgrund des Dipolfeldes q, d. h. aufgrund der sie umge-
benden Kantendipole. Mit q˜ = 0.125, h˜ = 0 und α = 1 reproduziert der Multigri-
dalgorithmus im Mittel das erwartete W ∼ r−3 Verhalten. Der Detailgraph zeigt die
Abweichungen fu¨r kleine Absta¨nde. Im Abstand r = 1 ist die Kantenla¨nge vermindert,
da die Atome aneinandergrenzen.
Integral ist in Abbildung 5.7 zu sehen.
Im Vergleich der letzten drei Konfigurationen sieht man, dass das Ergebnis um so
sensitiver auf die Systemgro¨ße reagiert, je schwa¨cher die Wechselwirkung fu¨r große
Absta¨nde abfa¨llt. Gleichzeitig werden die Abweichungen von der Integralna¨herung
fu¨r kleine Absta¨nde immer gro¨ßer.
5.8.2 q-Feld
Komplementa¨r zum letzten Abschnitt beziehen sich die folgenden Ergebnisse auf den
Fall verschwindender Gitterfehlanpassung. Die Stufenkanten-Dipole allein entfalten
ihre Wirkung. Dieser Fall korrespondiert mit einer Wahl der Parameter q˜ = 0.125
und h˜ = 0.
Betrachten wir zuna¨chst wieder den Fall der zwei einzelnen Adsorbatatome. Die Er-
wartung fu¨r große Absta¨nde bleibt unvera¨ndert im Vergleich zu dem Fall des reinen
h-Feldes. Abgesehen vom Fall r = 1, in dem sich die Gesamtzahl der Dipolladungen
a¨ndert, weil das Atom die Linie beru¨hrt, weicht das Ergebnis genau dann ab, wenn
die etwas breitere Verteilung der Ladungen auf beiden Seiten der Stufenkanten eine
Rolle spielt, siehe Abbildung 5.11. Die negative Wechselwirkungsenergie im Abstand
r = 1 hat ihren Ursprung in der elastischen Selbstenergie der Linienelemente.
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Abbildung 5.15: Wechselwirkungsenergie W (r) eines einzelnen Adsorbatatoms mit
einer Linie von Adsorbatatomen im Abstand r aufgrund der Kanten-Dipole. Mit q˜ =
0.125, h˜ = 0 und α = 1 reproduziert der Multigridalgorithmus im Mittel das erwartete
W ∼ r−2 Verhalten.
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Abbildung 5.16: Wechselwirkungsenergie W (r) eines Adsorbatatoms mit einer
Stufe, d. h. einer halbunendlichen Adsorbatschicht, im Abstand r aufgrund von
Stufenkanten-Dipolen. Mit q˜ = 0.125, h˜ = 0 und α = 1 zeigen die Daten gute U¨berein-
stimmung mit dem erwarteten theoretischen Verhalten W ∼ 0.5r−2. Der Detailgraph
zeigt die Abweichungen fu¨r kleine Absta¨nde und den Verlust der Kantenla¨nge, wenn
das Atom die Linie beru¨hrt.
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Abbildung 5.17: Wechselwirkungsenergie W (r) eines Atoms mit einer Stufe, d. h. ei-
ner halbunendlichen Adsorbatschicht, aufgetragen gegen den Abstand r fu¨r q˜ = 0.125,
h˜ = 0.05 und α = 1. Der Multigrid-Algorithmus reproduziert im Mittel das erwartete
Verhalten W ∼ 0.525r−2 + 0.105|r|−1. Der Abstand r > 0 bedeutet, dass das Atom
vor der Stufe liegt.
Das Ergebnis fu¨r die Wechselwirkung des Atoms mit einer Linie, siehe Abbildung 5.15,
ist nicht sehr verschieden vom korrespondierenden h-Fall, das Potenzgesetz ist dassel-
be. Der Beru¨hreffekt erscheint wenig ausgepra¨gt im Vergleich zur Abstossung durch
die gesamte Doppelreihe von Dipolen.
Die Gesamtladung der Stufe ist nur halb so groß wie die der Linie von Atomen.
Deshalb halbiert sich der Vorfaktor des asymptotischen Potenzgesetzes, siehe Abbil-
dung 5.16. Der Beru¨hreffekt ist gro¨ßer, da die Stufe nur eine Seite hat.
5.8.3 Kombination von q-Feld und h-Feld
Obwohl die Wechselwirkungsenergien nicht linear in den Ladungsfeldern sind sondern
quadratisch, ist in den Atom-Atom- und Atom-Linie-Konfigurationen kaum Neues
zu entdecken. Die Wechselwirkungsenergie ist im Wesentlichen eine Superposition
der schon bekannten Fa¨lle. Wir gehen deshalb direkt zum Fall der Adatom-Stufen-
Wechselwirkung u¨ber.
Die Wechselwirkung zerfa¨llt in zwei asymptotische Teile, die sich wie 2r−2 und 2r−1
verhalten, und welche als Wechselwirkung der Dipol-Momente des einzelnen Atoms
mit den Dipolmomenten der Stufe sowie mit dem Monopol-Moment der Stufe ver-
standen werden ko¨nnen. Die Koeffizienten ko¨nnen unter Beachtung der korrespon-
dierenden Ladungsdichten ermittelt werden. Fu¨r die Wahl q˜ = 0.125, h˜ = 0.05 und
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Abbildung 5.18: Wechselwirkungsenergie W (r) eines Atoms mit einer Stufe, d. h. ei-
ner halbunendlichen Adsorbatschicht, aufgetragen gegen den Abstand r fu¨r q˜ = 0.125,
h˜ = 0.05 und α = 1. Der Multigrid-Algorithmus reproduziert im Mittel das erwar-
tete Verhalten W ∼ 0.525r−2 − 0.105|r|−1 − 0.0033. Der negative Abstand bedeutet
ein Position des Adsorbatatoms hinter der Stufe, d. h. es befindet sich oben auf dem
halbunendlichen Adsorbatfilm.
α = 1 erwarten wir ein Verhalten W ∼ 1.05 · 0.25 · 2r−2 ± 1.05 · 0.05 · 2r−1, wobei
das Minuszeichen fu¨r den Fall gilt, dass sich das Atom auf der Halblage befindet.
Abbildung 5.17 und Abbildung 5.18 zeigen die Ergebnisse des Multigrid-Verfahrens
fu¨r die beiden Fa¨lle. Letzterer ist interessanter, weil die Wechselwirkungsenergie ein
Minimum annimmt, und zwar in einem Abstand von r ≈ 5 ∼ 15.
Es ist offensichtlich, dass die Wechselwirkungsenergie fu¨r große Absta¨nde nicht gegen
Null konvergiert. Dies ist ein Effekt endlicher Systemgro¨ße. Tatsa¨chlich musste die
Stufe als breiter Adsorbat-Streifen realisiert werden. Bezieht man in dieser Konfi-
guration die Wechselwirkung mit der zweiten Stufenkante in die Berechnungen ein,
so erwartet man einen Grenzwert von −0.0033, was recht gut mit dem numerischen
Ergebnis u¨bereinstimmt.
Man kann sehen, dass der Mittelwert recht gut mit der Theorie u¨bereinstimmt, jedoch
unterscheiden sich Minimum und Maximum stark. Fu¨r die Maximalkurve ist damit
das Minimum nur schwach ausgepra¨gt.
5.9 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde ein Modell entwickelt, welches die wesentlichen elastischen
Wechselwirkungen homoepitaktischer und heteroepitaktischer Schichten auf einer un-
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endlich ausgedehnten Kristalloberfla¨che beschreibt. Durch die volumenbasierte Dar-
stellung der Energie ist das Modell fu¨r Monte-Carlo-Simulationen mit lokalen Konfi-
gurationsa¨nderungen, wie sie beispielsweise durch Oberfla¨chendiffusion oder Adsorp-
tions- und Desorptionsprozesse induziert werden, bestens geeignet.
Nachdem das Modell zuna¨chst in einer Kontinuumsbeschreibung definiert wurde,
zeigen die Ergebnisse aus Kapitel 5.6, dass auch das auf einem Quadratgitter diskre-
tisierte Modell die erwarteten Wechselwirkungen erzeugt.
Die Darstellung des Multigrid-Verfahrens in Kapitel 5.7 zeigt, auf welcher Basis eine
na¨herungsweise Berechnung der Energien erfolgen kann. Es wird hierbei sorgfa¨ltig
vermieden, die Reichweite von Wechselwirkungen zu beschra¨nken, da die analytische
Form der Stufenwechselwirkung durch langreichweitige Anteile dominiert wird. Die
Auswirkungen der Behandlung durch das Multigrid-Verfahren sind in Kapitel 5.8
dargestellt. Es zeigt sich, dass durch die Wahl einer festen Multigrid-U¨berstruktur
die berechneten Wechselwirkungsenergien von der Position der Konfiguration auf dem
Gitter abha¨ngig sind. Jedoch sind die Fehler fu¨r kurze Absta¨nde zu vernachla¨ssigen,
da der Einfluss na¨chster Nachbarn exakt mitgenommen wird. Auch die Asymptotik
der Wechselwirkungen wird gut wiedergegeben.
Es steht damit ein ada¨quates Modell zur effizienten Simulation von Oberfla¨chen und
epitaktischen Schichten mit elastischen Effekten zur Verfu¨gung.
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Kapitel 6
Theorie des Aufrauungsu¨bergangs
In diesem Kapitel wird eine kurze Einfu¨hrung in die klassische Theorie des Aufrau-
ungsu¨bergangs gegeben. Die hier vorgestellten Zusammenha¨nge sind die Grundlage
zum Versta¨ndnis des Kapitels 7 zum Aufrauungsu¨bergang mit langreichweitiger elas-
tischer Wechselwirkung.
6.1 Motivation
Es ist bekannt, dass eine Kristalloberfla¨che bei niedrigen Temperaturen aufgrund
der Anisotropie der Oberfla¨chenenergie die Form einer glatten Facette annimmt. Die
Gleichgewichtsform ergibt sich hierbei aus der Minimierung der Energie E der Ober-
fla¨che unter den vom System vorgegebenen Nebenbedingungen. Mit steigender Tem-
peratur T werden jedoch Fluktuationen immer wichtiger. Das entscheidende thermo-
dynamische Potential ist die freie Energie F = E− TS, deren Entropiebeitrag S nur
im Grenzfall tiefer Temperaturen zu vernachla¨ssigen ist. Wa¨hrend die Energie allein
eine glatte Facette favorisiert, ist dieser Zustand aus entropischer Sicht sehr ungu¨nstig
(S = 0). Nimmt man an, dass sich ein Atom aus dieser glatten Schicht lo¨st und
stattdessen irgendwo auf der Oberfla¨che anlagert, erfa¨hrt das System einen Entropie-
gewinn, der mit steigender Temperatur ein immer gro¨ßeres Gewicht bekommt. Die
Beschaffenheit der Oberfla¨che wird durch das Wechselspiel zwischen Energie- und
Entropiebeitrag bestimmt.
Ein einfaches Argument, das fu¨r einen U¨bergang zu einer rauen Oberfla¨che spricht,
findet man im Verhalten der freien Energie einer einzelnen Stufe. Eine Stufe bedeutet
zuna¨chst eine gro¨ßere Oberfla¨che fu¨r das System. Sie kostet das System eine zusa¨tz-
liche Oberfla¨chenenergie, welche proportional zur La¨nge L und zur Ho¨he der Stufe
ist. Betrachtet man zuna¨chst nur Stufen mit fester Ho¨he (eine Gitterkonstante), so
la¨sst sich die Energie als E = Lw mit einer nackten Linienenergie w pro Gittereinheit
schreiben. Verschiebt sich die Lage der Stufe an einer Stelle um eine Gittereinheit,
so spricht man von einem Kink. Die Kinks in der Stufe kosten das System zwar
zusa¨tzliche Energie, im einfachen Fall isotroper Linienenergie ebenfalls w, erho¨hen
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aber zugleich die Entropie. Die Entropie ist wegen ihrer Extensivita¨t ebenfalls pro-
portional zur La¨nge der Stufe L und ha¨ngt von der Dichte der Kinks n ab. Sie la¨sst
sich fu¨r dieses Modellsystem in der Form
S = LkB[n ln(n/2) + (1− n) ln(1− n)] (6.1)
schreiben. Dabei ist schon beru¨cksichtigt, dass die beiden mo¨glichen Orientierungen
gleich ha¨ufig vertreten sind. Etwas allgemeiner ist diese Betrachtung nochmals in
Kapitel 7.4 ausgefu¨hrt. Die freie Energie ist dann durch
F = L[w + nw − kBT (n ln(n/2) + (1− n) ln(1− n))] (6.2)
gegeben. Die Konzentration der Kinks im Gleichgewicht ist durch die Bedingung
∂F/∂n = 0 mit
n =
2 exp(−w/kBT )
1 + 2 exp(−w/kBT ) (6.3)
festgelegt. Die Konzentration nimmt mit steigender Temperatur zu und verha¨lt sich
fu¨r tiefe Temperaturen wie n ∼ 2 exp(−w/kBT ). Hieraus ergibt sich, dass die freie
Energie F einer Stufe der La¨nge L
F (T ) = Lw
{
1− kBT
w
ln[1 + 2 exp(−w/kBT )]
}
(6.4)
fu¨r hohe Temperaturen negativ wird. Bei der Aufrauungstemperatur kBTR/w =
1/ ln 2 ≈ 1.44 kostet das Ausbilden einer Stufe das System keine freie Energie mehr.
Die Oberfla¨che raut makroskopisch auf. Die Wirklichkeit ist natu¨rlich komplizierter.
Das Stufenmodell ist zu grob um die Natur des Phasenu¨bergangs richtig zu beschrei-
ben. Dennoch liefert es ein wertvolles Argument fu¨r die Existenz des U¨bergangs
[60, 61] und eine erste Abscha¨tzung fu¨r die Aufrauungstemperatur.
In einer eher makroskopischen Beschreibung erzeugen die Fluktuationen mit stei-
gender Temperatur allma¨hlich eine nicht verschwindende Grenzfla¨chendicke und die
Facette weicht immer mehr auf. Diese Grenzfla¨chendicke divergiert schließlich bei
einer endlichen Temperatur, der Aufrauungstemperatur der Oberfla¨che, bei der die
Orientierung der Facette vollsta¨ndig verloren geht.
Dieser U¨bergang kann durch Renormierungsgruppengleichungen beschrieben werden,
die zuerst von J. M. Kosterlitz und D. J. Thouless [62] analysiert wurden. Aufgrund
der ungewo¨hnlichen Eigenschaften und des Zusammenhangs mit dem zweidimensio-
nalen Coulomb-Gas [63], hat der thermische Aufrauungsu¨bergang große Aufmerk-
samkeit erregt [64–74]. Eine ganze Reihe von Modellen in zwei Dimensionen zeigen
dasselbe kritische Verhalten [71].
Der Aufrauungsu¨bergang ist von erheblicher Bedeutung fu¨r die mo¨glichen Wachs-
tumsmechanismen. Damit der Kristall wachsen kann, muss unterhalb des Aufrau-
ungsu¨bergangs in Abwesenheit von Schraubenversetzungen ein kritischer Keim auf
der glatten Oberfla¨che entstehen. Oberhalb des Aufrauungsu¨bergangs ist das Wachs-
tum nach dem so genannten Wilson-Frenkel-Gesetz in erster Na¨herung linear zur
treibenden Kraft [75]. Hierdurch wird das Wachstum auch fu¨r infinitesimale treiben-
de Kra¨fte, d. h. nahe dem Gleichgewicht, ermo¨glicht.
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6.2 Diskretes Gaußsches Modell
Ein typisches Modell fu¨r den Aufrauungsu¨bergang einer Kristalloberfla¨che, welches
man mit Monte-Carlo-Methoden behandeln kann, ist das so genannte Discrete Gaus-
sian Solid-On-Solid Modell (DGSOS), dessen Hamiltonian durch
H =
J
2
∑
〈i,j〉
(hi − hj)2 (6.5)
gegeben ist [76]. Hierbei handelt es sich um ein Solid-On-Solid (SOS) Modell, bei
dem die Kristalloberfla¨che durch ein u¨ber der Grundfla¨che eindeutiges Ho¨henfeld
h beschrieben wird – es gibt somit keine U¨berha¨nge. Das Ho¨henfeld h nimmt nur
diskrete Vielfache der Gitterkonstanten an. Die Wechselwirkung zwischen na¨chsten
Nachbarpla¨tzen 〈i, j〉 mit der Kopplungskonstanten J entspricht einem (∇h)2-Term
in der Entwicklung der Oberfla¨chenenergie in einer feldtheoretischen Beschreibung.
Die Nomenklatur ist hier so gewa¨hlt, dass 〈i, j〉 und 〈j, i〉 als verschiedene Konfigu-
rationen geza¨hlt werden. J ist somit die Energie, die mit jeder gebrochenen Bindung
und einer Stufenkante der Ho¨he 1 verbunden ist.
Der Vorteil des DGSOS-Modells gegenu¨ber dem anschaulicher interpretierbaren Mo-
dell mit absoluten Ho¨hendifferenzen (ASOS Modell)
H =
J
2
∑
〈i,j〉
|hi − hj | (6.6)
liegt darin, dass beim DGSOS-Modell zumindest der Fall der kontinuierlichen Ho¨hen-
felder analytisch zu erfassen ist, siehe auch Kapitel 6.3. Auch ist beim DGSOS-
Modell besonders einfach zu sehen, dass ohne die Beschra¨nkung auf diskrete Werte
des Ho¨henfeldes kein Phasenu¨bergang existiert: In zwei Dimensionen divergiert die
Ho¨hen-Korrelationsfunktion
G(r) = 〈[h(r)− h(0)]2〉 ∼ kBT
2πJ
ln r + const (6.7)
fu¨r große Absta¨nde r → ∞ unabha¨ngig von der Temperatur. Die Oberfla¨che ist
folglich immer rau [37].
Das entspricht dem Verhalten fu¨r hohe Temperaturen im diskreten Modell. Fu¨r tie-
fe Temperaturen kann man den diskreten Charakter des Ho¨henfeldes jedoch nicht
vernachla¨ssigen. Die Korrelationsfunktion verha¨lt sich logarithmisch fu¨r r < ξ und
sa¨ttigt fu¨r r > ξ, sie nimmt in etwa die Form
G(r) ∼ A ln[min(r, ξ)]
an, wobei Amplitude A und Korrelationsla¨nge ξ von der Temperatur T < TR ab-
ha¨ngen. Die Oberfla¨che fluktuiert auf Skalen kleiner ξ wie das Gaußsche Modell,
bleibt aber auf Skalen gro¨ßer als ξ flach. Die Orientierung der Oberfla¨che bleibt auf
makroskopischen La¨ngenskalen erhalten.
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Das tatsa¨chliche Verhalten, beispielsweise der Korrelationsla¨nge ξ, am kritischen
Punkt la¨sst sich fu¨r das DGSOS-Modell nicht so einfach bestimmen. Dazu sind Me-
thoden der Renormierungsgruppentheorie notwendig, auf die an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen werden kann. Eine Herleitung findet sich zum Beispiel in [77]. Das
Ergebnis ist, dass die Korrelationsla¨nge ξ sich in der Na¨he des U¨bergangs wie
ξ ∼ exp
[
1√
TR − T
]
, T < TR
verha¨lt und nicht wie sonst bei kritischen Pha¨nomenen in der u¨blichen algebraischen
Form ξ ∼ (TR − T )α.
6.3 Abbildung auf das zweidimensionale
Coulomb-Gas
Die Zustandssumme des DGSOS-Modells ist zuna¨chst durch
ZDG ≡
∑
{hk}
exp

−J
2
β
∑
〈i,j〉
(hi − hj)2

 , β = 1
kBT
(6.8)
gegeben, wobei das Ho¨henfeld hk nur ganzzahlige Werte −∞ < hk < ∞ annimmt.
Der Definitionsbereich la¨sst sich jedoch ku¨nstlich kontinuierlich machen, indem man
δ-Funktionen einfu¨gt:
ZDG =
∫
{dhk}
∏
k
(∑
nk
δ(hk − nk)
)
exp

−J
2
β
∑
〈i,j〉
(hi − hj)2

 . (6.9)
Die nk sind hierbei ganzzahlig. Mittels der Identita¨t
∞∑
l=−∞
δ(h− l) =
∞∑
n=−∞
exp(2πinh) (6.10)
la¨sst sich die Zustandssumme nun in der Form
ZDG = ZGZC (6.11)
zerlegen, wobei es sich bei ZG um die Zustandssumme des Gaußschen Modells auf
dem Gitter mit kontinuierlichem Ho¨henfeld
ZG =
∫
{dhk} exp

−J
2
β
∑
〈i,j〉
(hi − hj)2

 (6.12)
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und bei ZC um die Zustandssumme des neutralen zweidimensionalen Coulomb-Gases
handelt. Diese ist gegeben durch
ZC =
∞∑
{ni}=−∞
exp
[
−β
′
2
∑
i=j
qiqjUij
]
mit β ′ =
kBT
J
. (6.13)
Die Ladungen qi sind hier durch qi = 2πni gegeben und unterliegen der zusa¨tzlichen
Neutralita¨tsbedingung
∑
qi = 0. Fu¨r Absta¨nde r gro¨ßer als die Gitterkonstante a ist
die Coulomb-Wechselwirkung auf dem Gitter Uij na¨herungsweise durch
Uij ≈ 1
4π
ln(|ri − rj |/a) + const (6.14)
gegeben, die in zwei Dimensionen u¨bliche logarithmische Wechselwirkung zwischen
den Ladungen. Da das kontinuierliche Gaußsche Modell (6.12) keine Singularita¨ten
aufweist, wird das kritische Verhalten des Systems allein vom Verhalten der Zustands-
summe ZC des Coulomb-Gases bestimmt. In a¨hnlicher Weise kann die A¨quivalenz zu
anderen feldtheoretischen Modellvarianten gezeigt werden.
Im Folgenden sollen die Schritte, die zur Zerlegung in die Form von Gleichung (6.11)
fu¨hren, etwas genauer erla¨utert werden. Beginnt man mit Gleichung (6.9) und ersetzt
die δ-Funktion durch die in (6.10) angegebene Identita¨t, so erha¨lt man zuna¨chst∫
{dhk}
∏
k
(∑
nk
δ(hk − nk)
)
. . . =
∑
{nk}
∫
{dhk} exp(2πi
∑
j
njhj) . . . .
Damit liegt ZDG in der Form
ZDG =
∑
{nk}
∫
{dhk} exp

i∑
j
kjhj − βJ
2
∑
〈i,j〉
(hi − hj)2

 (6.15)
mit kj = 2πnj vor. Da es sich hierbei um ein Gauß-Integral handelt, kann man
fortfahren, indem man die quadratische Form mittels Fouriertransformation
hq = N
−1/2∑
j
hje
iqj und (6.16)
kq = N
−1/2∑
j
kje
iqj (6.17)
diagonalisiert. Damit ist
ZDG =
∑
{nk}
∫
{dhq} exp
[
i
∑
j
hqk−q − 4Jβ
∑
q
hqh−q[1− φ(q)]
]
(6.18)
mit φ(q) ≡ 1
2
(cos qx+cos qy) und die Integration kann unter Ausnutzung der Identita¨t∫ ∞
−∞
dx e−ax
2+ibx = (π/a)1/2e−b
2/4a (6.19)
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ausgefu¨hrt werden. Es ist dann
ZDG =
∏
q
(
π
8β[1− φ(q)]
)1/2
×
∑
{ni}
exp
(
−
∑
q
hqh−q
16β[1− φ(q)]
)
, (6.20)
wobei es sich bei
ZG =
∏
q
(
π
8β[1− φ(q)]
)1/2
um die Zustandsumme des kontinuierlichen Gaußschen Modells handelt. Der zweite
Term la¨sst sich umschreiben zu
ZC =
∑
{ni}
exp

−1
2
β ′
(∑
j
kj
)2
V (0) +
1
2
β ′
∑
l =m
klkmU(rlm)


mit β ′ = 1/βJ und
V (0) =
1
8N
∑
q
1
1− φ(q) ,
und
U(rlm) =
1
8N
∑
q
1− eiqrlm
1− φ(q) .
Fu¨r Absta¨nde rij  a ergibt sich die logarithmische Wechselwirkung (6.14) zwischen
den
”
Ladungen“ kj. Da im Limes N → ∞ die Gro¨ße V (0) gegen Unendlich strebt,
tragen Konfigurationen mit
∑
j kj = 0 nicht zur Zustandssumme bei. Fu¨r alle mit
endlicher Wahrscheinlichkeit auftretenden Konfigurationen gilt somit
∑
j kj = 0, das
Elektronengas ist folglich neutral.
6.4 Mean-Field-Approximation des
zweidimensionalen Coulomb-Gases
Eine Mean-Field Beschreibung des Phasenu¨bergangs fu¨r das Coulomb-Gas wurde be-
reits 1973 von J.M. Kosterlitz und D. J. Thouless vorgestellt [62] und von A.P. Young
erweitert [78]. A¨hnliche Rechnungen finden sich in [79, 80]. Da es sich um ein neu-
trales Coulomb-Gas handelt, d. h. die Anzahl der positiven Ladungen der Anzahl der
negativen Ladungen entspricht, kann man gedanklich jeweils eine positive und eine
negative Ladung zu einem Paar zusammenfassen. Fu¨r ein einzelnes ganzzahliges La-
dungspaar reduziert sich der Hamiltonian aus Gleichung (6.13) fu¨r Absta¨nde r > a
auf den Ausdruck
H = π ln (r/a) .
Der Einfachheit halber beziehen wir den Faktor π in die Temperaturskala β˜ ein:
β˜ = πβ ′.
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Dann ist die Kraft auf ein Teilchen in Abwesenheit anderer Ladungen
K(r) =
1
ε r
mit ε = 1 gegeben. Um die Wirkung der anderen Ladungen mit einzubeziehen erset-
zen wir diese Beziehung durch
K(r, t) =
1
ε(r, t) r
, (6.21)
wobei ε(r, t) als effektive Dielektrizita¨tskonstante die Modifikationen des Potentials
auf Skala r beschreibt.
Ausgangspunkt der analogen hier vorgestellten Rechnung ist die Fokker-Planck-Glei-
chung
∂tp(r, t) =
1
r
∂r [r (K(r, t) + T∂r) p(r, t)] (6.22)
fu¨r die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte p(r, t), solche Ladungspaare im Abstand r
vorzufinden. Der diffusive zweite Term auf der rechten Seite ist proportional zur Tem-
peratur T , der erste Term ist als Gradient der logarithmischen Wechselwirkung des
Coulomb-Gases in zwei Dimensionen durch Gleichung (6.21) gegeben. Die effektive
Dielektrizita¨tskonstante ε(r, t) la¨sst sich selbstkonsistent in der Form
ε(r, t) = 1 +
8π2
T
r∫
r0
p(ρ, t)
ρ3dρ
r40
(6.23)
schreiben. Die Idee hinter der Definition von ε(r, t) ist, dass das Wechselwirkungspo-
tential zweier Testladungen durch die Anwesenheit der anderen Ladungspaare abge-
schirmt wird. Gleichung (6.23) definiert eine effektive Dielektrizita¨tskonstante, welche
das Verhalten des Systems auf der La¨ngenskala r beschreibt. Die Verknu¨pfung der
relativen Dielektrizita¨tskonstante ε(r, t) = 1 + 4πχ(r, t) mit der elektrischen Suszep-
tibilita¨t χ liefert den Ansatz
ε(r + dr, t) = ε(r, t) + 4πdχ(r, t). (6.24)
Ist die Suszeptibilita¨t eines Ladungspaares mit Abstand r′ durch r′2/T gegeben, und
nimmt man weiter an, dass die effektive Wechselwirkung zwischen Ladungen mit
Abstand r nur durch enger gebundene Dipole r′ < r beeinflusst wird, ergibt sich die
sukzessive Zunahme von ε aus der Suszeptibilita¨t dχ(r, t) der Dipole mit Abstand r.
Die Anzahl der Dipole ist durch die Fla¨che 2πrdr und die Wahrscheinlichkeit p(r, t)
gegeben. Folglich ist
dχ(r, t) =
2πp(r, t)r3
T
dr.
Die Integration liefert dann den in Gleichung (6.23) angegebenen Ausdruck fu¨r ε(r, t).
Hierzu ist anzumerken, dass mit der Annahme, dass enger gebundene Ladungspaare
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die schwa¨cher gebundenen beeinflussen und nicht umgekehrt, schon das Ergebnis einer
systematischen Renormierungstheorie vorweggenommen wird. Im Gleichgewicht
(K(r) + T∂r) p(r) = 0 (6.25)
kann man die Wahrscheinlichkeitsverteilung direkt angeben:
p(r) = z exp

− 1
T
r∫
r0
K(ρ)dρ

 . (6.26)
Die Konstante z ergibt sich aus der Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte p auf
die gegebene Anzahl der Ladungen. Mithilfe der Beziehungen
p =
Tr40
8π2r3
ε′, p′ =
Tr40
8π2r4
(rε′′ − 3ε′) (6.27)
la¨sst sich Gleichung (6.25) in eine Gleichung fu¨r ε transformieren
4
(
1
4ε(r)
− T
)
ε′(r) + T (rε′(r))′ = 0. (6.28)
Die Integration von Gleichung (6.28) mit den Randbedingungen
ε(r0) = 1, r0ε
′(r0) =
8π2
T
z (6.29)
fu¨hrt zu der Gleichung
ln ε(r) = 4T [ε(r)− 1] + 8π2z − Trε′(r). (6.30)
Da im Limes großer Absta¨nde r →∞ der letzte Term in Gleichung (6.30) wegen
lim
r→∞
rε′(r) = 0
verschwindet, gilt fu¨r makroskopische ε = ε(∞) eine
”
thermische Zustandsgleichung“
ln ε = 4T (ε− 1) + 8π2z. (6.31)
Mit steigender Temperatur nimmt die Steigung der rechten Seite als Funktion von
ε immer weiter zu. Bei einer Temperatur TK schließlich beru¨hrt die Gerade den
Logarithmus nur noch in einem Punkt. Es gilt
4TK(z) =
1
εK(z)
, ln εK(z) = 4TK(z)(εK(z)− 1) + 8π2z. (6.32)
Da z als Normierungsfaktor der Wahrscheinlichkeitsdichte eine positive Zahl ist, gilt
4TK(z) < 1. Im weiteren Verlauf wird nun die Gleichung (6.30) um den kritischen
Punkt entwickelt. Mit der Definition von
η(r) ≡ εK − ε(r)
εK
, τ ≡ T − TK
TK
(6.33)
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Abbildung 6.1: Skizze des Verhaltens der linken und der rechten Seite von Gleichung
(6.31) als Funktion von ε.
ergibt sich aus
ln
ε(r)
εK
= 4T [ε(r)− 1]− 4TK [εK − 1]− Trε′(r) (6.34)
durch einfaches Einsetzen
ln(1− η(r)) = −2(1− τ)η(r)− 2(1− 2TK)τ − 1
2
(1− τ)rη′(r). (6.35)
Entwickelt man die linke Seite bis zur Ordnung O(η2) und vernachla¨ssigt die Kor-
rekturen aufgrund von τ im letzten Term der rechten Seite, so erha¨lt man
η2(r)− 4(1− 2TK + η
2
)τ = −rη′(r). (6.36)
Nimmt man zusa¨tzlich an, dass η klein im Vergleich zu 1− 2TK ist, la¨sst sich die so
erhaltene Gleichung
η2(r)− 4(1− 2TK)τ = −rη′(r) (6.37)
zuna¨chst im Limes r →∞ wegen lim
r→∞
rη′(r) = 0 lo¨sen:
η ≡ η(∞) = 2
√
(1− 2TK)τ . (6.38)
Die vollsta¨ndige Lo¨sung ergibt sich dann zu
η(r)
η
=
1 + e−2η ln(r/r1)
1− e−2η ln(r/r1) . (6.39)
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Abbildung 6.2: Renormierungsfluss-Diagramm fu¨r den Kosterlitz-Thouless-U¨bergang.
Die x-Achse entspricht x = ε˜. Die Pfeile des Vektorfeldes symbolisieren die lokale
Flussrichtung; die drei Trajektorien veranschaulichen den unterkritischen, kritischen
und u¨berkritischen Fall. Im unterkritischen Fall endet der Renormierungsfluss auf
der x−Achse im Intervall [0, 1
4
] – einer Linie von kritischen Punkten – und sowohl
die makroskopische Dielektrizita¨tskonstante als auch das vierte Moment der radialen
Wahrscheinlichkeitsverteilung sind endlich.
Damit la¨sst sich die Lo¨sung in der Skalenform
η(r, τ) =
√
τϕ(
√
τ ln(r/r1))
schreiben, mit
ϕ(x) =
A
2
1 + e−Ax
1− e−Ax , A = 4
√
(1− 2TK).
Fu¨r x 2/A geht diese Funktion ϕ(x) gegen A/2, fu¨r x 2/A ist ϕ(x) ∼ 1/x. Die
charakteristische La¨nge ξ, bei der das Verhalten umschla¨gt, kann aus
√
τ ln(ξ/r1) =
2/A gewonnen werden:
ξ/r1 ∼ exp
[
2A−1√
τ
]
. (6.40)
Dies entspricht der in Kapitel 6.2 erwa¨hnten wesentlichen Singularita¨t der Korrelati-
onsla¨nge.
6.5. UNIVERSELLES VERHALTEN AM KRITISCHEN
PUNKT
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Gleichung (6.24) kann aber auch als Renormierungsgleichung fu¨r ε verstanden werden.
Mit den Definitionen
ε˜ ≡ εT, r ≡ r0 exp(l), y2 ≡ r4p(r),
ergibt sich dann fu¨r ε˜
dε˜
dl
= 8π2y2. (6.41)
Analog la¨sst sich fu¨r y aus Gleichung (6.25) eine Renormierungsgleichung konstruie-
ren. Es ist zuna¨chst
dy
dr
=
1
2y
[
4r3p(r) + r4
dp(r)
dr
]
.
Mit der stationa¨ren Wahrscheinlichkeitsverteilung
dp(r)
dr
= −1
ε˜
p(r)
ergibt sich dann leicht die gesuchte Renormierungsgleichung fu¨r y
dy
dl
=
1
2
[
4− 1
ε˜
]
y. (6.42)
Der durch Gleichungen (6.41) und (6.42) definierte Fluss kann in einem Renormier-
ungsfluss-Diagramm graphisch aufgetragen werden, siehe Abbildung 6.2. Entschei-
dend fu¨r das makroskopische Verhalten des Systems ist, welchem Wert die Kopp-
lungsparameter ε˜ und y fu¨r l →∞ zustreben.
6.5 Universelles Verhalten am kritischen Punkt
Aus dem Verhalten des Coulomb-Gases am kritischen Punkt
εkTK = 4
la¨sst sich nun zuru¨ck auf die Korrelationen (6.7) des DGSOS-Modells
G(r) = 〈[h(r)− h(0)]2〉 ∼ 1
2πβJ
ln(r/a)
am kritischen Punkt schließen. Es gilt na¨mlich
1
βkJ
=
εkTk
π
=
4
π
.
Die logarithmischen Korrelationen erhalten eine universelle Amplitude
G(r) = 〈[h(r)− h(0)]2〉 ∼ 2
π2
ln(r/a). (6.43)
Diese Eigenschaft der Korrelationsfunktion kann zur Bestimmung der U¨bergangstem-
peratur herangezogen werden.
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6.6 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurden wesentliche Elemente der Theorie zum klassischen Auf-
rauungsu¨bergang (Kosterlitz-Thouless) einer Oberfla¨che vorgestellt. Vom diskreten
Gaußschen Modell einer Kristalloberfla¨che ausgehend wurde die A¨quivalenz zum
zweidimensionalen Coulomb-Gas gezeigt. Anhand des Coulomb-Gases wurden in ei-
ner Mean-Field-Rechnung die kritischen Eigenschaften des Kosterlitz-Thouless-Pha-
senu¨bergangs hergeleitet. U¨ber die Dualita¨t der Modelle konnten Ru¨ckschlu¨sse auf
die Eigenschaften des diskreten Gaußschen Modells am kritischen Punkt gezogen
werden.
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Kapitel 7
Aufrauungsu¨bergang mit
elastischer Wechselwirkung
Ausgehend von dem im Kapitel 5 entwickelten Funktional der elastischen Energie
einer Adsorbatschicht la¨sst sich im Prinzip das volle Szenario der Molekularstrahl-
epitaxie mit Deposition, Diffusion, Evaporation und Readsorption definieren. Wir
betrachten hier die a¨ußerst wichtigen Gleichgewichtseigenschaften einer Kristallober-
fla¨che mit elastischer Wechselwirkung. Diese Gleichgewichtseigenschaften bilden die
Grundlage fu¨r viele Nichtgleichgewichtsprozesse, die sich vielfach als als Relaxation
ins Gleichgewicht beschreiben lassen.
Da eine heteroepitaktisch verspannte Adsorbatschicht der Grinfeld-Instabilita¨t unter-
liegt, beschra¨nken wir uns hier auf eine homoepitaktische Schicht. Beru¨cksichtigt man,
dass sich eine koha¨rente homoepitaktische Schicht nicht vom Substrat unterscheidet,
auf dem sie gewachsen ist, geht es im Folgenden nicht etwa um die Aufrauungseigen-
schaften einer du¨nnen Adsorbatschicht [81] oder die Aufrauung eines Kristalls unter
einer sehr du¨nnen Adsorbat-Schicht [82], sondern um das generische thermodyna-
mische Gleichgewicht einer Kristalloberfla¨che, auf der Oberfla¨chendefekte elastisch
wechselwirken.
Ein wesentlicher Teil der in diesem Kapitel pra¨sentierten Ergebnisse wurde in [83]
vero¨ffentlicht.
7.1 Motivation
Es ist bekannt, dass eine Kristalloberfla¨che bei niedrigen Temperaturen die Form einer
Facette annimmt. Die Oberfla¨che ist mikroskopisch glatt. Mit steigender Temperatur
bilden sich jedoch Inseln und Lo¨cher auf der Facette. Diese ra¨umlich beschra¨nkten
Fluktuationen erzeugen allma¨hlich eine nicht verschwindende Grenzfla¨chendicke und
die Facette weicht immer mehr auf. Diese Grenzfla¨chendicke divergiert schließlich bei
einer endlichen Temperatur, der Aufrauungstemperatur, bei der die Orientierung der
Facette vollsta¨ndig verloren geht.
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Fu¨r viele verschiedene diskrete Solid-On-Solid -Modelle (SOS) konnte gezeigt werden,
dass sie einen Phasenu¨bergang vom Kosterlitz-Thouless Typ aufweisen. Die meisten
dieser Modelle beinhalten lokale Wechselwirkungen, bestenfalls Wechselwirkungen zu
den u¨berna¨chsten Nachbarn. In einigen dieser Modelle tritt ein weiterer U¨bergang auf,
der mit der Ordnung innerhalb einer Lage zu tun hat. Dieser Phasenu¨bergang wird
u¨blicherweise als Preroughening bezeichnet [84–91].
Die Wechselwirkung zwischen Oberfla¨chendefekten aufgrund der elastischen Defor-
mation des Kristalls hat jedoch einen langreichweitigen Charakter. Der Einfluss dieser
langreichweitigen Wechselwirkung auf die Aufrauung einer Kristalloberfla¨che wurde
nach unserem Kenntnisstand bisher noch nicht untersucht, weder in analytischer noch
in numerischer Form.
Um den Blick auf das Wesentliche zu lenken, lassen wir die Frage eines mo¨glichen
von kurzreichweitigen Details abha¨ngigen Preroughening-U¨bergangs außer Acht und
konzentrieren uns hier auf den Einfluss langreichweitiger Effekte.
Im Folgenden werden zuna¨chst die hier verwendeten Resultate aus vorigen Kapiteln
zusammengefasst um einen direkten Einstieg zu erleichtern. Ebenso wird das ver-
wendete Modell – durch den Wegfall der heteroepitaktischen Effekte in vereinfachter
Form – nochmals vorgestellt. Es folgen die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulationen
und deren Interpretation.
7.2 Stufenwechselwirkung
Die elastische Wechselwirkung von Stufen auf einem halbunendlichen Kristall kann
in Form von elastischen Dipolen beschrieben werden, welche an den Stufenkanten
lokalisiert sind [16, 17, 40, 56].
Auf der Grundlage der Greenschen Funktion Gij fu¨r die elastischen Verschiebungsfel-
der eines elastischen Halbraums ist man in der Lage, das Verschiebungsfeld ui(r) als
Reaktion auf eine auf die Oberfla¨che wirkende Kraftdichte fj(r) zu berechnen. Der in
der Oberfla¨chen-Ebene liegende zweidimensionale Vektor r besitzt die Komponenten
rx und ry. Das Verschiebungsfeld ui(r) zur Kraftdichte fj(r) ist gegeben durch
ui(r) =
∫
d2r′Gij(r − r′) fj(r′). (7.1)
Die Indizes i und j entsprechen den Richtungen x, y und z. U¨ber mehrfach auftretende
Indizes wird implizit summiert.
Die elastische Energie Eel la¨sst sich dann in der Form
Eel = −
∫
d2r ui(r) fi(r)
= −
∫∫
d2rd2r′Gij(r − r′) fj(r′) fi(r) (7.2)
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aus den Kraftdichten und der Greenschen Funktion berechnen. Nutzt man aus, dass
Kra¨fte nur in der Na¨he der Stufen auftreten, und dass das Monopol-Moment an
der Stufe verschwindet, la¨sst sich die Energie in Form einer Multipolentwicklung als
Resultat der Kraft-Dipoldichten qik(r) schreiben:
Eel ≈
∫∫
d2rd2r′ qjk(r′) qil(r)∂k∂lGij(r − r′). (7.3)
Mithilfe von Symmetrieargumenten kann man zwei Typen von Kraft-Dipolen bestim-
men, von denen man annimmt, dass sie an Stufenkanten auftreten ko¨nnen [16]. Der
eine Typ basiert auf Kra¨ften innerhalb der Oberfla¨chenebene, die senkrecht zur Stu-
fenkante liegen, der andere entsteht durch Kra¨fte, welche orthogonal zur Oberfla¨che
angeordnet sind. Aufgrund der Struktur der Greenschen Funktion zeigen beide Typen
von Dipol-Tensoren ein unterschiedliches Verhalten [16, 56]: Wa¨hrend der erste Typ
zu einer strikt repulsiven Wechselwirkung zwischen Stufen fu¨hrt, folgt aus dem zwei-
ten Typ eine Stufen-Wechselwirkung, die vom relativen Vorzeichen der Stufe abha¨ngt
und in Folge attraktiv oder repulsiv sein kann. Es gibt jedoch Materialien [57, 58],
bei denen der vorzeichenabha¨ngige Anteil der Wechselwirkung gegenu¨ber dem rein re-
pulsiven Anteil vernachla¨ssigt werden kann. Wir werden uns im Folgenden auf solche
Materialien beschra¨nken und von einer strikt repulsiven Wechselwirkung zwischen
Stufen ausgehen.
Beschra¨nkt man sich auf die isotrope lineare Theorie, so nimmt die Greensche Funk-
tion Gij(r) fu¨r den elastischen Halbraum die einfache Form
Gij(r) =
1 + σ
πE
1
r
{
(1− σ)δij + σrirj
r2
}
(7.4)
an, wobei i und j nun auf die Richtungen x und y in der Ebene beschra¨nkt sind [17].
Der skalare Abstand innerhalb der Ebene ist durch r = |r| gegeben. Die einzigen
Materialparameter, die im Rahmen der linearen isotropen Theorie und damit in (7.4)
noch auftreten, sind die dimensionslose Poisson-Zahl σ und der Elastizita¨tsmodul E.
Fu¨r eine in y-Richtung ausgedehnte Stufe wu¨rde man nun einen Dipol-Tensor der
Form qij ∼ δixδjx annehmen. Das bedeutet, dass die Wechselwirkung zwischen zwei
Linienelementen von der relativen Orientierung dieser Linienelemente abha¨ngt.
Im Falle zweier paralleler Stufen obigen Typs, die in x-Richtung den Abstand d ha-
ben, la¨sst sich die Wechselwirkungsenergiedichte w (pro Fla¨che zum Quadrat) durch
Auswertung des Integranden in (7.3) fu¨r zwei Kraft-Dipole des Typs qij = δixδjx
berechnen. Sie ist gegeben durch
w(r, φ) = γ
[
3 cosφ− 1
r3
+
σ
1− σ
2 + 15 cos4 φ− 15 cos2 φ
r3
]
, (7.5)
wobei φ den Winkel zwischen dem Abstandsvektor r und der Orientierung der Dipole
bezeichnet. Wird der Abstand der Dipole entlang der Stufen mit y bezeichnet, so
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kann der Winkel φ mit φ = arctan(y/d) angegeben werden, siehe Abbildung 5.3. Der
Faktor γ ist gegeben durch
γ =
1− σ2
πE
Q2, (7.6)
mit Q als Dipolmoment pro La¨nge der Stufe. Er legt die Skala der elastischen Wech-
selwirkungsenergie fest.
Integriert man die Energiedichte fu¨r obige Konfiguration zweier paralleler Stufen im
Abstand d, so ist die Energie pro La¨nge der Stufe
W˜ = 4 γ
1
d2
− 2 γ 1
ε2
1− 2σ
1− σ , (7.7)
wobei die Wechselwirkung auf Absta¨nde gro¨ßer als die Cutoff-La¨nge ε beschra¨nkt
wurde. Man beachte, dass der zweite Term, welcher zur Linienenergie beitra¨gt, fu¨r
alle erdenklichen Poisson-Zahlen −1 ≤ σ ≤ 1/2 einen negativen Beitrag liefert.
Um eine weitere Vereinfachung der Wechselwirkung zwischen Stufen zu machen, ver-
gleichen wir das obige Resultat zum hypothetischen Fall einer rein skalaren 1/r3-
Stufenwechselwirkung, welche mit isotropen Dipolen qij ∼ δij assoziiert werden kann.
Die Wechselwirkungsenergie pro La¨nge der Stufe aufgrund isotroper Dipole ist in
diesem Fall
W˜scalar = 4 γ
1
d2
+ 2 γ
1
ε2
. (7.8)
Daraus la¨sst sich schließen, dass zumindest in dieser etwas speziellen Geometrie der
einzige Unterschied eine A¨nderung der Linienenergie der Stufe ist, welche ihre Haupt-
beitra¨ge von kurzreichweitigen Wechselwirkungen bekommt.
Aufgrund des in diesem Kapitel verfolgten Ziels, den Einfluss der langreichweitigen
Wechselwirkung auf den thermischen Aufrauungsprozess zu untersuchen, ko¨nnen wir
die Winkelabha¨ngigkeit vernachla¨ssigen und gehen im Folgenden von einer Beschrei-
bung durch isotrope elastische Dipole aus. Dies fu¨hrt zu einer einfachen isotropen
1/r3-Wechselwirkung zwischen Kraft-Dipolen. Als Nebeneffekt ist der elastische Bei-
trag zur Linienenergie der Stufe immer positiv.
7.3 Modellbeschreibung
Im Rahmen eines Solid-On-Solid -Modells beschreiben wir die Kristalloberfla¨che
durch ein einfaches Ho¨henfeld hi von ganzzahligen Vielfachen der Gitterkonstante
a. Wie in einem gewo¨hnlichen SOS-Modell sind auch hier U¨berha¨nge verboten.
Im Gegensatz zur vielfach u¨blichen Definition der Oberfla¨chenenergie (Summe u¨ber
na¨chste Nachbarn)
Esurf =
J
2aα
∑
<i,j>
|hi − hj|α, (7.9)
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Abbildung 7.1: Die Anzahl der Dipol-Ladungen, die den Gitterpla¨tzen zugeordnet wer-
den, ist proportional zur kumulativen absoluten Ho¨hendifferenz entsprechend Glei-
chung (7.10).
mit Kopplungskonstante J und α = 1 fu¨r das Absolute Solid-On-Solid -Modell
(ASOS) und α = 2 fu¨r das Discrete Gaussian Solid-On-Solid -Modell (DGSOS), de-
finieren wir eine elastische Wechselwirkung zwischen Defekten u¨ber ein Feld von
isotropen elastischen Kraft-Dipolen q. Jedem Gitterplatz ist eine Anzahl von Dipol-
Ladungen qk zugeordnet, welche von der Anzahl der absoluten Ho¨hendifferenzen zu
den Nachbarpla¨tzen abha¨ngt. Der Gitterplatz k tra¨gt folglich eine Anzahl
qk =
1
a
∑
<i,j>
|hi − hj|δik (7.10)
von Dipol-Ladungen. Abbildung 7.1 zeigt beispielhaft die Ladungszuordung fu¨r eine
bestimmte Konfiguration des Ho¨henfeldes. Da die Ladungen im Rahmen dieses Mo-
dells auf den Gitterpla¨tzen und nicht auf den Kanten selbst sitzen, wird die Erhaltung
der Symmetrie h→ −h in Gleichung (7.10) mit einer recht breiten Ladungsverteilung
an den Kanten bezahlt.
Die elastischen Dipol-Ladungen wechselwirken, in unmittelbarer Konsequenz von
Gleichung (7.8), u¨ber ein modifiziertes r−3 Wechselwirkungspotential Ψpmax(r),
Ψpmax(r) = min
(
(a/r)3, pmax
)
, (7.11)
wobei r der Abstand innerhalb der Ebene ist und pmax das Potential in der Na¨he der
Singularita¨t r = 0 abschneidet. Fu¨r Absta¨nde a/r < 3
√
pmax ergibt sich das einfache
1/r3-Potential, das heißt Ψpmax(r) = (a/r)
3, andernfalls ist das Potential konstant
und es gilt Ψpmax(r) = pmax.
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Die elastische Energie folgt nun direkt aus der Wechselwirkung der in Gleichung (7.10)
definierten Dipol-Ladungen mittels des durch (7.11) gegebenen Potentials. Es gilt
Eel =
wel
2
∑
i,j
qiqjΨpmax(rij), (7.12)
wobei rij den Abstand zwischen den Gitterpla¨tzen i und j bezeichnet. Die elasti-
sche Kopplungskonstante wel kann so gewa¨hlt werden, dass die elastische Abstoßung
zwischen Defekten die gewu¨nschte Sta¨rke erreicht. Sowohl i als auch j laufen in der
Summe (7.12) u¨ber alle Gitterpla¨tze. Der Fall i = j ist nicht ausgenommen.
Zu einem spa¨teren Zeitpunkt werden wir die Reichweite der Wechselwirkung ein-
schra¨nken. Zu diesem Zweck definieren wir hier ein Potential Ψpmax,l mit einer Cutoff-
La¨nge l
Ψpmax,l(r) =
{
Ψpmax(r) falls r ≤ l
0 falls r > l
, (7.13)
welches fu¨r Absta¨nde gro¨ßer als l verschwindet.
Fu¨r zwei gerade Stufen der La¨nge L im Abstand d besteht diese elastische Energie
aus den Selbstenergien der Stufen und dem erwarteten Wechselwirkungsterm
Eint ≈ 8wel La
d2
, (7.14)
fu¨r große Absta¨nde d a. Beru¨cksichtigt man die Limitierung des Potentials durch
den Parameter pmax, so ist ab d/a 3√pmax das Verhalten aus (7.14) zu erwarten.
Aufgrund der strikten Positivita¨t der Selbstenergie der Stufe – allein auf Basis der
hier definierten elastischen Energie – kann man auf die Einfu¨hrung eines gesonderten
Oberfla¨chenterms verzichten. Die Stufenenergie entsteht dann in generischer Weise als
Selbstenergie der Kraft-Dipole aus dem Funktional der elastischen Energie. Durch die
Wahl von pmax kann dann die Selbstenergie einer geraden Stufe, also die Linienenergie,
unabha¨ngig von der langreichweitigen Wechselwirkung gewa¨hlt werden.
Fu¨r festes pmax ist die relative Amplitude von Linienenergie und Stufenwechselwir-
kung festgelegt und man kann sich auf den Crossover zwischen einem lokalen und
einem langreichweitigen Modell abha¨ngig von der Cutoff-La¨nge l konzentrieren. Die-
ser U¨bergang wird anhand der Potentiale Ψ1,l mit pmax = 1 untersucht. Spa¨ter werden
auch andere relative Amplituden fu¨r das Potential Ψpmax untersucht. Diese Rechnun-
gen werden dann fu¨r unendliche Reichweite des Potentials durchgefu¨hrt.
Die Monte-Carlo-Simulation findet auf einem quadratischen Gitter mit Kantenla¨nge
(L/a)2 = 64 × 64 bis 128 × 128 statt. Um die Energiedifferenz fu¨r jeden Monte-
Carlo-Schritt zu berechnen, wird das in Kapitel 5 vorgestellte Multigrid-Verfahren
verwendet, welches auch schon beim Submonolagen-Wachstum in Kapitel 4 erfolg-
reich genutzt wurde.
Dieses Multigrid-Verfahren verringert den Aufwand von Ordnung (L/a)4 auf Ordnung
(L/a)2 ln(L/a) fu¨r jeden Zeitschritt. Dieser Aufwand muss jedoch mit einem weiteren
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Abbildung 7.2: Der zweidimensionale Stufenverlauf wird auf ein eindimensionales
Gitter-Spin-Modell projiziert. Ein Spin kann die Zusta¨nde
”
Kink rauf“,
”
Kink run-
ter“ und
”
kein Kink“ annehmen. Absta¨nde zwischen Kinks werden entlang der Linie
gemessen.
Faktor (L/a)2 multipliziert werden, welcher der Anzahl der Zeitschritte entspricht,
die das System beno¨tigt um ins Gleichwicht zu relaxieren.
Ohne den Einsatz des Multigrid-Verfahrens ha¨tte der Rechenzeitaufwand die Gro¨ße
der mit dieser Methode behandelbaren Systeme auf L/a ≤ 25 beschra¨nkt. Das hier
eingesetzte Multigrid-Verfahren ermo¨glicht die Simulation sehr viel gro¨ßerer Systeme.
Damit sind auch aussagekra¨ftigere Ergebnisse zu erwarten. Es ist natu¨rlich richtig,
dass eine Systemgro¨ße L/a ≤ 128 immer noch relativ klein ist, wenn es um einen
Phasenu¨bergang geht, bei dem an einer kritischen Temperatur die langreichweitige
Ordnung verschwindet. Um das kritische Verhalten der Korrelationsla¨nge in der Na¨he
des U¨bergangs aufzulo¨sen, sind Systeme mit mehr als 106 × 106 Gitterpla¨tzen no¨tig
[92]. Es sollte deshalb klar sein, dass die im Folgenden pra¨sentierten Ergebnisse eher
einen qualitativen als einen quantitativen Charakter haben.
Dennoch haben unsere vergleichenden Rechnungen bei L/a = 128 zu dem DGSOS-
und ASOS-Modell gezeigt, dass die ermittelten Aufrauungstemperaturen mit kBTR ≈
1.5J und kBTR ≈ 1.25J recht gut mit den bekannten Resultaten [93] u¨bereinstimmen.
7.4 Freie Energie einer Stufe
Bevor wir uns im Abschnitt 7.5 den Ergebnissen des zweidimensionalen Modells zu-
wenden, wollen wir zuna¨chst versuchen, mo¨gliche Effekte anhand der freien Ener-
gie einer eindimensionalen Stufe auf einer zweidimensionalen Oberfla¨che zu verste-
hen. Es ist zwar richtig, dass sich die Natur des Aufrauungsu¨bergangs im quasi-
eindimensionalen Bild nicht richtig fassen la¨sst, ein Versta¨ndnis dafu¨r, warum es
u¨berhaupt zu einem Aufrauungsu¨bergang kommt, la¨sst sich aber schon durch die Be-
trachtung einer einzigen Stufe gewinnen. Schließlich ist der Aufrauungsu¨bergang in
einer Formulierung a¨quivalent dazu, dass sich im System eine unendlich lange Stufe
ausbildet. Zuna¨chst wird ein lokales eindimensionales Modell einer Stufe vorgestellt,
welches spa¨ter um eine langreichweitige Wechselwirkung entlang der Stufe erweitert
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wird. Um Missversta¨ndnissen vorzubeugen muss an dieser Stelle betont werden, dass
das eindimensionale Modell selbst nicht dem hier betrachteten Aufrauungsu¨bergang
unterliegt. Der Aufrauungsu¨bergang kommt dadurch zustande, dass die (eindimen-
sionale) Stufe ein Objekt auf einer (zweidimensionalen) Oberfla¨che ist. Wird die freie
Linienenergie der Stufe negativ, ko¨nnen sich auf der Oberfla¨che unendlich lange Stu-
fen ausbilden und die Oberfla¨che wird makroskopisch rau, siehe hierzu [94]. Dieser
Vorgang widerspricht nicht der bekannten Aussage, dass in eindimensionalen Syste-
men ein Phasenu¨bergang nur am thermischen Nullpunkt auftreten kann.
Das Pha¨nomen des Aufrauungsu¨bergangs an sich kann man schon am eindimen-
sionalen Modell einer einzelnen Stufe verstehen. Die Stufe habe eine La¨nge von N
Gittereinheiten. An jeder dieser N Stellen hat die Stufe die Mo¨glichkeit, ihre La-
ge um eine Gittereinheit in die eine oder die andere Richtung zu verschieben, oder
die Lage beizubehalten, siehe Abbildung 7.2. Diese A¨nderungen werden nachfolgend
Kinks genannt, wobei die Anzahl der Kinks in die eine Richtung N+ und in die an-
dere Richtung N− genannt wird. Wa¨hrend die Energie einer zuna¨chst glatten Stufe
proportional zu einer Linienenergie wl ist, erho¨hen die Kinks die Energie proportional
zu einer Kink-Energie wk. Gleichzeitig hat die Anzahl der Kinks aber auch Auswir-
kungen auf die Entropie und damit auf die freie Energie der Stufe. Fu¨r gegebene
Anzahlen von N+, N− gibt es
W =
(
N
N+
)(
N −N+
N−
)
=
N !
N+!N−!(N −N+ −N−)! (7.15)
verschiedene Konfigurationen. Hiermit la¨sst sich die Entropie S gema¨ß
S = kB logW (7.16)
berechnen. Man kann die Stirling-Formel benutzen, um die Fakulta¨ten auszuwerten.
Fu¨hrt man Kink-Dichten gema¨ß
n+ = N+/N (7.17)
ein, so findet man leicht den extensiven Anteil der Entropie. Fu¨r große Systeme
bleiben im Limes N → ∞ nur noch wenige Terme u¨brig. Terme von der Ordnung
O(1) ko¨nnen vernachla¨ssigt werden. Es ergibt sich schließlich
S = kBN [n
+ log n+ + n− logn− + (1− n+ − n−) log (1− n+ − n−)]. (7.18)
Maßgeblich dafu¨r, ob sich im System Stufen ausbilden, ist die freie Energie einer
Stufe F , im Folgenden normiert auf die La¨nge N ,
w˜l = F/N = wl + wk(n
+ + n−) + TS/N. (7.19)
Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt nun:
∂w˜l
∂n+
=
∂w˜l
∂n−
= 0. (7.20)
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Abbildung 7.3: Rechts: Skalierte freie Energie w˜l/wl einer Stufe in Abha¨ngigkeit von
der skalierten Temperatur kBT/wl. Links: Aufrauungstemperatur kBTR/wl und Kink-
Dichte n(TR) in Abha¨ngigkeit des Asymmetrieparameters wk/wl.
Hieraus ergibt sich die Kink-Dichte im Gleichgewicht
n ≡ n+ + n− = 2 exp (−wk/kBT )
1 + 2 exp (−wk/kBT ) . (7.21)
Setzt man die Gleichgewichtsdichte der Kinks in (7.19) ein, ergibt sich folgende
Abha¨ngigkeit von Temperatur und Kink-Energie,
w˜l(T ) = wl − kBT log [1 + 2 exp (−wk/kBT )]. (7.22)
Wird w˜l negativ, gewinnt das System an freier Energie, wenn es Stufen ausbildet. Die
facettierte Oberfla¨che des Kristalls wird von Stufen durchzogen und die Ho¨henkorre-
lation der Oberfla¨che geht verloren. Die Lo¨sung der Gleichung w˜l(TR) = 0 bestimmt
die Aufrauungstemperatur dieses Modells. Leider kann die Gleichung
0 = wl − kBTR log [1 + 2 exp (−wk/kBTR)] (7.23)
nicht nach TR aufgelo¨st werden, so dass im Allgemeinen die Lo¨sung numerisch erfolgen
muss. Im Fall wk = wl la¨sst sich jedoch die Lo¨sung direkt angeben:
kBTR/wl = 1/ log 2 ≈ 1.4427. (7.24)
Dieser Wert liegt in der Gro¨ßenordnung von dem, was die zweidimensionalen Modelle
ASOS und DGSOS liefern.
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Abbildung 7.4: Wechselwirkungsenergie zweier Kinks aus dem zweidimensionalen Mo-
dell gema¨ß Abschnitt 7.3.
7.4.1 Effektive Parameter aus dem
zweidimensionalen Modell
Fu¨r unser zweidimensionales Modell ist die Kink-Energie wk in etwa doppelt so groß
wie die Linienenergie wl, siehe Abschnitt 7.5.2. Beispielhaft zeigt Abbildung 7.3 die
freie Energie einer Stufe sowie die Kink-Dichte in Abha¨ngigkeit von der Tempe-
ratur fu¨r wk/wl = 1 und wk/wl = 2. Als Aufrauungstemperaturen ergeben sich
kBTR = 1.44wl fu¨r wk/wl = 1 und kBTR = 1.89wl fu¨r wk/wl = 2. Abbildung 7.3
zeigt die Aufrauungstemperatur TR und die Kink-Dichte n(TR) in Abha¨ngigkeit des
Asymmetrieparameters wk/wl. Die Aufrauungstemperatur TR steigt monoton mit
wk/wl, die Kink-Dichte an der U¨bergangstemperatur TR nimmt dabei ab.
Die elastischen Effekte fu¨hren jedoch zu einer zusa¨tzlichen langreichweitigen Wech-
selwirkung zwischen den Kinks. Die Wechselwirkungsenergie EWW zweier Kinks auf
einer sonst geraden Stufe verha¨lt sich fu¨r hinreichend große Absta¨nde wie
EWW ∼ wkk
(r/a)3
. (7.25)
Die Konstante wkk legt hierbei die Skala der Wechselwirkungsenergie fest. Abbildung
7.4 zeigt das tatsa¨chliche Verhalten auf einem periodischen Gitter der La¨nge L = 64.
Fu¨r die Sta¨rke der Kink-Wechselwirkung ergibt sich wkk ≈ 0.9. Zur Illustration der
prinzipiellen Effekte setzen wir als effektive Parameter fu¨r das weitere eindimensionale
Modell wk = 2wl und wkk = wl.
Im folgenden Abschnitt wird nun das eindimensionale Modell um diese Wechselwir-
kung erweitert.
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Abbildung 7.5: Skalierte freie Energie w˜l/wl einer Stufe, berechnet durch Monte-
Carlo-Simulation, in Abha¨ngigkeit von der skalierten Temperatur kBT/wl. Der Ver-
gleich mit der Theorie, siehe Abbildung 7.3, zeigt hervorragende U¨bereinstimmung.
7.4.2 Kink-Wechselwirkung
Unterliegen die Kinks einer langreichweitigen Wechselwirkung, so ist man auf Monte-
Carlo-Methoden angewiesen, um die freie Energie einer Stufe zu berechnen.
Die Energie la¨sst sich hier als
E = Nwl + wk(N
+ +N−) + EWW (7.26)
schreiben. Die elastische Wechselwirkung fu¨hrt zu einer 1/r3ij-Wechselwirkung zwi-
schen je zwei Kinks i und j. Die Gro¨ße rij bezeichnet hier den Absolutabstand der
Kinks entlang der Stufe. Die auftretende Querverschiebung wird hierbei ignoriert.
Damit wird die Wechselwirkung zwischen Kinks eher etwas zu groß abgescha¨tzt. Die
Wechselwirkungsenergie la¨sst sich nun schreiben als
EWW =
∑
i<j
wkk
(rij/a)3
, (7.27)
wobei der Parameter wkk die Sta¨rke der Wechselwirkung im Vergleich zu den anderen
Parametern wl und wk angibt.
Die freie Energie la¨sst sich durch die Zustandssumme ausdru¨cken
F = −kBT logZ, (7.28)
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wobei die Zustandssumme Z durch den Erwartungswert der kanonischen Dichte
Z = 〈exp(−E/kBT )〉 (7.29)
gegeben ist. Leider eignet sich dieser Zugang nicht dazu, numerisch die freie Energie
F zu berechnen, weil die Momente 〈EN〉 der Energie in der Entwicklung der Expo-
nentialfunktion fu¨r große N entlang des Simulationspfades nur langsam konvergieren.
Die Entropie S la¨sst sich jedoch mit einer Gro¨ße in Zusammenhang bringen, die der
Simulation zuga¨nglicher ist, der Wa¨rmekapazita¨t C(T ):
S(T ) =
T∫
T ′=0
dT ′
C(T ′)
T ′
, (7.30)
wobei sich C(T ) aus dem Erwartungswert des ersten und zweiten Moments der Ener-
gie zusammensetzen la¨sst,
C(T ) =
〈E2〉T − 〈E〉2T
kBT 2
. (7.31)
Fu¨r dieses System verschwindet C im Limes T → 0 hinreichend schnell, so dass das
Integral konvergiert. Hiermit la¨sst sich die freie Energie der Stufe durch so genannte
thermodynamische Integration bestimmen,
F (T ) = 〈E〉T − T
T∫
T ′=0
dT ′
〈E2〉T ′ − 〈E〉2T ′
kBT ′3
. (7.32)
Tra¨gt man die so gewonnene freie Energie gegenu¨ber der Temperatur auf, siehe
Abbildung 7.5, kann man das Ergebnis der Fa¨lle ohne Wechselwirkung mit dem
halb-analytischen Ergebnis aus Abbildung 7.3 vergleichen. Mit kBTR = 1.46wl fu¨r
wk/wl = 1 und kBTR = 1.93wl fu¨r wk/wl = 2 sind die Abweichungen nur unwesent-
lich. Zu beachten ist hierbei, dass es sich um ein endliches System handelt. Der Fall
mit Kink-Wechselwirkung liefert etwa kBTR = 2.08wl fu¨r wk/wl = 2 und wkk/wl = 1.
Man kann erkennen, dass im Tieftemperaturbereich die Wechselwirkung zwischen den
Kinks keine Rolle zu spielen scheint und die Selbstenergie das Verhalten der freien
Energie bestimmt.
7.4.3 Folgerungen
Es ist festzustellen, dass die Asymmetrie zwischen Kink- und Linienenergie im Ver-
ha¨ltnis wk/wl = 2 die Aufrauungstemperatur der Stufe um etwa 50% gegenu¨ber dem
Fall wk/wl = 2 erho¨ht. Eine zusa¨tzliche Kink-Wechselwirkung der Sta¨rke wkk/wl = 1
erho¨ht die Aufrauungstemperatur nur um zusa¨tzliche 8%.
Sollte das hier betrachtete eindimensionale Modell einer Stufe repra¨sentativ fu¨r den
tatsa¨chlichen Aufrauungsu¨bergang einer Oberfla¨che sein, ist davon auszugehen, dass
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die Aufrauungstemperatur des zweidimensionalen Modells in der Gro¨ßenordnung der
U¨bergangstemperatur der Stufe liegt. Da sowohl das ASOS- und das DGSOS-Modell
fu¨r eine einfache Stufe wk/wl = 1 liefern, kann man annehmen, dass das zweidimen-
sionale elastische Modell mit wk/wl = 2 hier einen ho¨heren Wert liefert. Man hat im
Vergleich zu diesen Modellen mit einem Anstieg von etwa 50% zu rechnen.
7.5 Aufrauung einer Oberfla¨che
– Ergebnisse und Diskussion
Um eine anschauliche Vorstellung davon zu geben, wie sich das Modell beim Auf-
rauungsu¨bergang verha¨lt, sind in Abbildung 7.6 drei Systemkonfigurationen fu¨r un-
terschiedliche Temperaturen gezeigt. Es handelt sich im vorliegenden Fall um Si-
mulationen, die ohne Beschra¨nkung der Reichweite mit dem Potential Ψ1 = Ψ1,∞
vorgenommen wurden. Abbildung 7.6 zeigt die Systeme in Aufsicht, die Ho¨he gema¨ß
der Kodierung in Graustufen ist jeweils dem Balken am rechten Rand zu entnehmen.
Die laterale Ausdehnung der Systeme ist in allen Fa¨llen L/a = 128.
Unterhalb der Aufrauungstemperatur kBT ≈ 4.5wel (oberes Bild) sind einzelne ra¨um-
lich beschra¨nkte Fluktuationen um die mittlere Ho¨he von h/a = 100 zu beobachten.
Die Fluktuationen bestehen aus einzelnen Adatomen oder Inseln und den dazu kom-
plementa¨ren Vertiefungen auf einer sonst deutlich sichtbaren Facette. Die Variation
der Ho¨he beschra¨nkt sich im Wesentlichen auf ±1 Lage um die mittlere Ho¨he.
Mit steigender Temperatur nimmt die Anzahl der Anregungen und ihre ra¨umliche
Ausdehnung zu. Bei kBT ≈ 9wel (mittleres Bild) haben die Anregungen eine laterale
Ausdehnung von der Ordnung der Systemgro¨ße erreicht. Die Variation der Ho¨he hat
mit etwa ±2 Lagen ebenfalls zugenommen.
Erho¨ht man die Temperatur weiter, nimmt die Rauigkeit der Oberfla¨che dem visuellen
Eindruck nach zu, siehe unteres Bild in Abbildung 7.6 bei kBT ≈ 13wel. Die laterale
Ausdehnung der Fluktuationen ist jedoch auf die Systemgro¨ße beschra¨nkt und kann
nicht weiter ansteigen.
7.5.1 Korrelationsfunktion des Ho¨henfeldes
Als Maß fu¨r die Rauigkeit zieht man u¨blicherweise die Schwankungen der Ho¨he um
einen Mittelwert heran. Der thermische Erwartungswert dieses Schwankungsquadra-
tes ist die Korrelationsfunktion des Ho¨henfeldes
G(r) =
〈[h(0)− h(r)]2〉
a2
. (7.33)
Das makroskopische Verhalten des Systems wird dadurch bestimmt, wie sich die Kor-
relationsfunktion G(r) fu¨r große Absta¨nde r verha¨lt. Unterhalb des Aufrauungsu¨ber-
gangs, das heißt T < TR, sa¨ttigt die Korrelationsfunktion fu¨r große Absta¨nde und es
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Abbildung 7.6: Aufrauungsu¨bergang einer Oberfla¨che unter elastischer Wechselwir-
kung: T ≈ 4.5wel, T ≈ 9wel, T ≈ 13wel (von oben nach unten), unendliche Reichweite
der Wechselwirkung.
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Abbildung 7.7: Korrelationsfunktion des Ho¨henfeldes der Oberfla¨che mit elastischer
Wechselwirkung unendlicher Reichweite (kein Cutoff). Deutlich zu sehen ist der Ef-
fekt endlicher Systemgro¨ße. Die Korrelationsfunktion weicht bei jeder Temperatur
vom erwarteten logarithmischen Verhalten ab.
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Abbildung 7.8: Korrelationsfunktion des Ho¨henfeldes der Oberfla¨che mit elastischer
Wechselwirkung unendlicher Reichweite (kein Cutoff). Die Korrelationsfunktion
sa¨ttigt fu¨r kleine Temperaturen und zeigt logarithmisches Verhalten fu¨r T > TR. Aus
der ersten geraden Linie la¨sst sich die Scha¨tzung kBTR/wel ≈ 9.0 fu¨r die Aufrauungs-
temperatur der Oberfla¨che gewinnen.
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Abbildung 7.9: Korrelationsfunktion des Ho¨henfeldes der Oberfla¨che mit elastischer
Wechselwirkung fu¨r Cutoff l/a = 1, das heißt die Wechselwirkung ist auf na¨chste
Nachbarn beschra¨nkt. Aus der ersten geraden Linie gewinnt man kBTR/wel ≈ 2.9 als
Scha¨tzwert fu¨r die Aufrauungstemperatur.
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gilt G(r →∞) = (w/a)2. Die Ho¨hendifferenz ist fu¨r große Absta¨nde beschra¨nkt und
im Mittel gleich w. Die Gro¨ße w ist demnach ein Maß fu¨r die makroskopische Dicke
der Grenzfla¨che zwischen dem Kristall und dem daru¨ber liegenden Vakuum. Die Kor-
relationsla¨nge ξ, bei der die Korrelationsfunktion sa¨ttigt, ist endlich. Betrachtet man
den Kristall nur auf makroskopischen Skalen (gro¨ßer als w senkrecht zur Oberfla¨che
und gro¨ßer als ξ entlang der Oberfla¨che), so erscheint die Kristalloberfla¨che glatt. Mit
ansteigender Temperatur werden nun ξ und w immer gro¨ßer, bis bei einer kritischen
Temperatur T = TR die Korrelationsla¨nge ξ (und folglich auch w) divergiert.
Fu¨r T > TR divergiert die Korrelationsfunktion G(r) laut konventioneller Theorie
des Aufrauungsu¨bergangs [93] wie
G(r) ∼ K(T ) ln r
a
, (7.34)
mit einer Amplitude K(T ), die von der Temperatur abha¨ngt. Anhand einer Auftra-
gung G(r) gegen ln(r/a) ließe sich feststellen, bei welcher Temperatur die La¨nge ξ
divergiert und der Graph zu einer geraden Linie wird.
In einem endlichen System mit periodischen Randbedingungen kann die Korrelati-
onsla¨nge ξ jedoch nicht die Systemgro¨ße L u¨berschreiten. Dabei ist es so, dass nicht
nur der Bereich von r eingeschra¨nkt ist und sich die Korrelationsfunktion bis zur
maximalen La¨nge L gema¨ß Gleichung (7.34) verha¨lt. Vielmehr zeigt die Korrela-
tionsfunktion G(r) auch fu¨r T > TR ein kontinuierliches Sa¨ttigungsverhalten, siehe
Abbildung 7.7. Es ist nahezu unmo¨glich, hier den eigentlichen Effekt vom Sa¨ttigungs-
verhalten aufgrund der Systemgro¨ße zu unterscheiden.
Um diesen Effekt endlicher Systemgro¨ße zu umgehen, kann man einen Ansatz ver-
wenden, der in a¨hnlicher Form von Y. Saito im Zusammenhang mit dem zweidimen-
sionalen Coulomb-Gas [92] verwendet wurde. Um das Argument einfach zu halten,
betrachten wir nur Korrelationen entlang der Hauptrichtungen x und y des Gitters
und ersetzen r durch x = rx. Als Ausgangspunkt dient die Tatsache, dass G(x)
in einem periodischen System ebenfalls eine periodische Funktion sein muss. Fu¨r
kleine Absta¨nde x  L kennen wir das Verhalten, die Korrelationsfunktion G(r)
verha¨lt sich logarithmisch. Es ist daher naheliegend, das erwartete Verhalten durch
eine L-periodische Funktion zu approximieren und dazu den Logarithmus aus Glei-
chung (7.34) mithilfe der Fourier-Analyse zu einem
”
periodischen Logarithmus“ zu
machen. Der Weg zu dieser periodischen Funktion V (x) wird im Folgenden konkre-
tisiert.
Um die Singularita¨t bei ζ = x/a→ 0 zu umgehen, starten wir mit einer Funktion v,
die mit
v(ζ) = ln (max(ζ, 1)) (7.35)
auf Absta¨nden gro¨ßer als eine Gittereinheit ein logarithmisches Verhalten zeigt,
und der Integral-Fourier-Transformation oder unter Ausnutzung der Symmetrie der
Kosinus-Transformation
v˜(k) =
1
π
∞∫
0
cos(kζ)v(ζ)dζ. (7.36)
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Abbildung 7.10: Steigung K(T ) gegen Temperatur T . Ist die konventionelle Aufrau-
ungstheorie gu¨ltig, so muss am U¨bergang K(TR) = 2/π
2 gelten. Unter dieser Annah-
me ergibt sich kBTR = 9.0wel fu¨r das Potential mit unendlicher Reichweite sowie
kBTR = 3.0wel fu¨r das Potential mit Cutoff-La¨nge l = a.
Mittels dieser Fourier-Komponenten kann man dann u¨ber eine Fourier-Reihe die L-
periodische Funktion VL(x)
VL(x) =
2πa
L
∞∑
n=1
v˜
(
2πna
L
)
cos
(
2πn
L
x
)
sin
(
2πna
L
)
2πna
L
(7.37)
definieren. Um genau zu sein, wurde hier noch u¨ber La¨ngenskalen a gemittelt, die
Funktion somit gegla¨ttet. Zur Vereinfachung definieren wir noch
V (x) = VL(x)− VL(L/2) (7.38)
und tragen G(x) gegen den
”
periodischen Logarithmus“ V (x) auf.
Die hieraus resultierende Abbildung 7.8 zeigt die Korrelationsfunktion des Ho¨henfel-
des fu¨r das volle Wechselwirkungspotential Ψ(r)1,∞. Bei einer Temperatur von etwa
kBT ≈ 9.0wel wird der Graph zur geraden Linie. Dies zeigt den Aufrauungsu¨ber-
gang an. Beschra¨nkt man die Wechselwirkung der elastischen Dipol-Ladungen auf
na¨chste Nachbarn, also l = a, wird der Graph der Korrelationsfunktion schon bei
einer tieferen Temperatur kBT ≈ 3.0wel gerade, siehe Abbildung 7.9.
Nimmt man die Gu¨ltigkeit der klassischen Kosterlitz-Thouless-Theorie des Aufrau-
ungsu¨bergangs fu¨r das hier betrachtete langreichweitige Modell an, so sollte die Stei-
gung K(T ) am U¨bergang den universellen Wert K(TR) = 2/π
2 annehmen. Aus
der Auftragung dieser Steigung K(T ) gegen die Temperatur kann dann ein weiterer
Scha¨tzwert fu¨r die Aufrauungstemperatur gewonnen werden, siehe Abbildung 7.10.
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Abbildung 7.11: Skalierte Aufrauungstemperaturen kBTR/wel und kBTR/wl gegen in-
verse Cutoff-La¨nge a/l. Selbst fu¨r l/a = 3 bleibt die Aufrauungstemperatur kBTR ≈
5.8wel deutlich unter dem Wert fu¨r das Potential unendlicher Reichweite. wl ist die
Energie fu¨r eine gerade Stufe der La¨nge a entsprechend dem Potential zur Cutoff-
La¨nge l.
Die auf diese Weise bestimmten Werte fu¨r die Aufrauungstemperatur stimmen mit
der ersten Scha¨tzung aus Abbildung 7.8 und Abbildung 7.9 u¨berein. Die U¨bereinstim-
mung der beiden Werte kann als Indiz dafu¨r gedeutet werden, dass die Kosterlitz-
Thouless-Theorie auch in Anwesenheit langreichweitiger Wechselwirkungen gu¨ltig
bleibt.
Aus den Daten kann geschlossen werden, dass die langreichweitige Wechselwirkung
im Vergleich zum Potential mit kurzreichweitigem Cutoff zu einer drastisch erho¨hten
Aufrauungstemperatur fu¨hrt. Die Aufrauungstemperatur variiert hier etwa um einen
Faktor 3. Es ist an dieser Stelle hinzuzufu¨gen, dass die Aufrauungstemperatur sich
allma¨hlich mit der Cutoff-La¨nge a¨ndert, siehe Abbildung 7.11. Selbst fu¨r l/a = 3
bleibt die Aufrauungstemperatur mit kBTR ≈ 5.8wel deutlich unter dem Wert fu¨r das
Potential mit unendlicher Reichweite. Das hier beobachtete Verhalten ist folglich kein
Effekt, der nur auf einer Wechselwirkung zwischen u¨berna¨chsten Nachbarn beruht.
7.5.2 Energieskalen
Man ko¨nnte zuna¨chst vermuten, dass sich mit einer gro¨ßeren Reichweite des Potentials
die relevanten Energieskalen a¨ndern. Es zeigt sich jedoch, dass sich die Energieskalen,
an die man u¨blicherweise zuna¨chst denkt, zum Beispiel die Energie einer Stufe oder
eines Kinks in einer Stufe, nur geringfu¨gig a¨ndern. Stufen- und Kink-Energie variieren
um nicht mehr als 36%.
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Die Linienenergie fu¨r eine gerade Stufe der La¨nge a a¨ndert sich von wl = 1.3wel
bei einem Cutoff l/a = 1 auf 1.7wel bei unendlicher Reichweite. Die entsprechenden
Kink-Energien steigen von wk = 2.8wel auf 3.8wel an. Im Tieftemperaturbereich ist
schließlich die Energie eines einzelnen Adatoms auf einer sonst glatten Oberfla¨che
eine wichtige Gro¨ße, die unter Variation der Reichweite von wa = 8.1wel auf 8.6wel
steigt – eine A¨nderung um nicht mehr als 6%.
Es sollte an dieser Stelle angemerkt werden, dass der Hauptbeitrag zu diesen Ener-
gieskalen von relativ kurzreichweitigen Wechselwirkungen herru¨hrt. Fu¨r eine Cutoff-
La¨nge l/a = 3 bleiben die Stufen- und die Kink-Energie nur etwa 6− 7% unter dem
Wert fu¨r die unendliche Reichweite, die Energie eines einzelnen Adatoms weicht um
nicht mehr als 0.05% ab. Es handelt sich hier also um Energieskalen mit hauptsa¨chlich
lokalem Charakter.
Ausgehend von der A¨nderung dieser Energieskalen wu¨rde man einen gleichartigen
Anstieg der Aufrauungstemperatur erwarten. Eine A¨nderung der Energieskala um
36% kann jedoch nicht einen Anstieg der kritischen Temperatur um etwa einen Faktor
3 erkla¨ren. Skaliert man die Aufrauungstemperatur nicht durch wel sondern durch die
Stufenenergie – die Energieskala mit der sta¨rksten Variation – bleibt immer noch ein
unerkla¨rter Anstieg um etwa 200% u¨brig, siehe Abbildung 7.11.
Ausgehend von einem ungeordneten Zustand hoher Temperatur la¨sst sich jedoch, wie
im Folgenden gezeigt wird, eine Energieskala berechnen, die zu einem gro¨ßeren An-
stieg der Aufrauungstemperatur Anlass geben ko¨nnte. Nehmen wir fu¨r einen Moment
an, dass die Verteilung der Ladungen oberhalb der Aufrauungstemperatur homogen
ist. Dann steht die Energie ED einer zusa¨tzlichen Dipol-Ladung in diesem homogenen
Hintergrund von Ladungen in Beziehung zu dem zweidimensionalen Oberfla¨chenin-
tegral
ED ∼
∫
d2rΨ(r). (7.39)
Die oben diskutierten lokalen Energieskalen ha¨ngen im Gegensatz hierzu von im
wesentlichen eindimensionalen Ladungsverteilungen ab. Natu¨rlich muss das Integral
durch eine diskrete Summe ersetzt werden, wenn der Ausdruck fu¨r das Modell eine
Bedeutung bekommen soll.
Wa¨hrend sich die Linienenergie beimWechsel des Potentiales von Ψ1,1 zu Ψ1,∞ um nur
etwa 30% a¨ndert, zeigt die zweidimensionale Summe im Sinne von Gleichung (7.39)
einen Anstieg um einen Faktor ∼ 2.
Nimmt man an, dass die Skala der Aufrauungstemperatur durch Gleichung (7.39) ge-
geben ist, so sind die Korrekturen zum asymptotischen Verhalten (l/a→∞) von der
Ordnung a/l fu¨r l  a. Wertet man im Sinne einer Abscha¨tzung das Integral (7.39)
aus, so ergibt sich ein einfaches kBTR/wel ∼ 1 − 2a/3l Gesetz fu¨r die Abha¨ngigkeit
vom Cutoff fu¨r das Potential Ψ1,l.
Entscheidend ist, dass fu¨r niedrige Temperaturen der Hauptteil der Energiebeitra¨ge
lokal ist, weil die Dipol-Ladungen entlang wohlseparierter Stufen lokalisiert sind.
Bei einer rauen Oberfla¨che macht dagegen das Konzept einer Stufe keinen Sinn
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Abbildung 7.12: Mittlere Energie pro Gitterplatz E/wel gegen Temperatur kBT/wel.
Die mittlere Energie fu¨r die in ihrer Reichweite limitierte Wechselwirkung ist strikt
gro¨ßer als im langreichweitigen Fall.
mehr. Man kann annehmen, dass die Dipol-Ladungen vielmehr gleichfo¨rmig u¨ber
die gesamte Ebene verteilt sind, was die effektive Dimensionalita¨t der tatsa¨chlichen
Wechselwirkungsintegrale ganz entscheidend a¨ndert. Deshalb sind Gro¨ßen wie Kink-
und Linienenergie fu¨r den Aufrauungsu¨bergang nicht mehr repra¨sentativ, sobald ei-
ne hinreichend starke langreichweitige Wechselwirkung hinzukommt. Kapitel 7.5.5
bescha¨ftigt sich genauer mit der Frage, wie stark eine elastische Stufenwechselwir-
kung gegenu¨ber einer lokalen Linienenergie sein muss um die Aufrauungstemperatur
merklich zu beeinflussen.
7.5.3 Mittlere Energie
Vergleicht man die mittlere Energie E eines Systems mit und ohne Beschra¨nkung
der Reichweite der Wechselwirkung, so stellt man fest, dass der Graph fu¨r die un-
eingeschra¨nkte Reichweite immer unterhalb des Graphen fu¨r das System mit Cutoff
verla¨uft, siehe Abbildung 7.12. Fu¨r hohe Temperaturen skaliert die mittlere Energie
E linear mit der Temperatur T , woraus sich schließen la¨sst, dass die Wa¨rmekapazita¨t
gegen eine Konstante la¨uft.
Die Reichweite der Wechselwirkung des Potentials beeinflusst nur das Verhalten un-
terhalb der Aufrauungstemperatur. Oberhalb des Aufrauungsu¨bergangs sind alle De-
tails in einem Parameter zusammengefasst, der Aufrauungstemperatur TR. Dement-
sprechend fallen die skalierten Graphen E/kBTR gegen T/TR fu¨r T/TR > 1 aufeinan-
der, siehe Abbildung 7.13.
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Abbildung 7.13: Skalierte mittlere Energie pro Gitterplatz E/kBTR gegen skalierte
Temperatur T/TR. Oberhalb des Aufrauungsu¨bergangs T/TR ≥ 1 fallen die skalierten
Daten auf ein und denselben Graphen.
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Abbildung 7.14: Zusa¨tzlich generierte Oberfla¨che, d. h. die Anzahl der gebrochenen
Bindungen pro Gitterplatz, gegen Temperatur kBT/wel. Im langreichweitigen Fall tre-
ten weniger Oberfla¨chendefekte auf.
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Abbildung 7.15: Korrelation der Defekte bei kBT/wel = 0.5 fu¨r Cutoff-La¨nge l = a
und fu¨r unendliche Reichweite. Die langreichweitige Wechselwirkung verursacht eine
ausgepra¨gtere Abstoßungslu¨cke (hier bei x/a = 2). Diese bedeutet, dass Defekte es
vorziehen getrennt zu sein. Die Anti-Korrelation ist verantwortlich fu¨r eine starke
Abnahme der Entropie des Systems.
Die geringere mittlere Energie des Systems mit langreichweitiger Wechselwirkung
korrespondiert mit einer geringeren Anzahl gebrochener Bindungen, siehe Abbil-
dung 7.14. Die Anzahl der Abweichungen von der glatten Facette oder die Stufenla¨nge
ist kleiner im Vergleich zum Wechselwirkungspotential mit kurzer Reichweite.
7.5.4 Korrelation von Defekten
Beschra¨nkt man das Ho¨henprofil der Oberfla¨che ku¨nstlich auf eine Variation von ±1
Lage um den Mittelwert 0, so kann man von einem Defekt sprechen, wenn die Ho¨he
von 0 abweicht. Unter dieser Voraussetzung lassen sich Korrelationen zwischen den
Defekten analysieren. Die im Folgenden betrachtete Korrelationsfunktion ist gegeben
durch
gdefect(r) =
〈[h2(r′)− h2(r′ + r)]2〉r′
〈h2(r′)〉2r′
. (7.40)
Auf diese Weise skaliert la¨uft gdefect(r) fu¨r große r gegen 1. Fu¨r tiefe Temperaturen
fa¨llt aufgrund der Repulsion zwischen den Defekten der Graph fu¨r mittlere Distanzen
unter den Wert 1 ab, und endet bei einem Wert sehr viel gro¨ßer als 1 fu¨r den Abstand
r/a = 1, da der Kontakt zwischen Defekten aufgrund der eingesparten Linien- oder
Oberfla¨chenenergie bevorzugt wird. Nimmt die Temperatur zu, so wird die Absto-
ßungslu¨cke immer flacher und verschwindet schließlich.
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Abbildung 7.15 zeigt die Defektkorrelationsfunktion sowohl fu¨r Cutoff-La¨nge l/a = 1
als auch fu¨r langreichweitige Wechselwirkung. Wa¨hrend bei der langreichweitigen
Wechselwirkung eine ausgepra¨gte Lu¨cke vorhanden ist, ist sie im Falle l/a = 1 schon
verschwunden. Die ausgepra¨gte Lu¨cke im Falle des Potentials mit unendlicher Reich-
weite bedeutet, dass einzelne Defekte oder Inseln vermeiden, in der Na¨he von anderen
Defekten zu sein. Das vermindert die Anzahl der bevorzugten Konfigurationen und
reduziert somit den Entropiebeitrag zur freien Energie bei gegebener Defektdichte n.
Fu¨r die folgende Argumentation werden wir annehmen, dass der Haupteffekt eine
Reduzierung der Entropie um einen Faktor α < 1 ist, wohingegen die mittlere Energie
fu¨r eine gegebene Defektdichte n unvera¨ndert bleibt. In diesem recht einfachen Bild
ko¨nnen wir die freie Energie wie
Fα = E(n)− TαS(n)
schreiben, wobei n von der Temperatur T abha¨ngt und durch die Bedingung ∂F/∂n =
0 festgelegt ist. In diesem Bild hat die freie Energie Fα(T ) des Systems mit reduzierter
Entropie bei der Temperatur T die gleichen Eigenschaften wie das Originalsystem bei
einer tieferen Temperatur αT . Hat das Originalsystem eine Aufrauungstemperatur
TR, so wird im System mit reduzierter Entropie die Aufrauungstemperatur T˜R auf
den Wert T˜R = TR/α steigen.
Aus der Bestimmungsgleichung fu¨r die Defektdichte
E ′(n)/S ′(n) = αT
folgt aber auch, dass n nur eine Funktion von n = n(αT ) sein kann. Nimmt man
zusa¨tzlich an, dass die Defektdichte n eine mit der Temperatur zunehmende Funkti-
on ist, so ist sofort klar, dass die Defektdichte n(αT ) fu¨r das System mit reduzierter
Entropie geringer ist als die Defektdichte n(T ) fu¨r das Ursprungssystem. Da die mitt-
lere Energie des Systems aller Wahrscheinlichkeit nach mit der Defektdichte zunimmt,
ist auch hier beim System mit reduzierter Entropie mit einer Abnahme zu rechnen.
Die hier abgeleiteten Aussagen stimmen mit den gemachten Beobachtungen fu¨r die
mittlere Energie, siehe Abbildung 7.12, und die Anzahl der gebrochenen Bindungen
als Maß fu¨r die Anzahl von Defekten, siehe Abbildung 7.14, qualitativ u¨berein.
7.5.5 Linienenergie vs. Stufenwechselwirkung
Wie schon im Kapitel 7.3 angedeutet, kann das Verha¨ltnis von Linienenergie wl und
Sta¨rke der elastischen Stufenwechselwirkung, hier charakterisiert durch wel, durch die
Wahl von pmax in Gleichung (7.11) variiert werden. Setzt man pmax auf einen hohen
Wert, so wird die Selbstwechselwirkung der Dipol-Ladungen immer bedeutsamer und
die langreichweitigen Beitra¨ge verlieren relativ dazu an Gewicht. Die Linienenergie
nimmt zu, wa¨hrend die Amplitude der Stufen-Wechselwirkung gleich bleibt. Aufgrund
des diskreten Charakters (Summation u¨ber diskrete Gitterpla¨tze) wird das Modell
im Grenzfall pmax →∞ rein lokal.
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Abbildung 7.16: Aufrauungstemperatur skaliert durch die Linienenergie kBTR/wl ge-
gen gegen Verha¨ltnis von Linienenergie zur elastischen Wechselwirkungssta¨rke wl/wel.
Die skalierte Aufrauungstemperatur nimmt mit steigender Linienenergie ab, das Mo-
dell bekommt einen zunehmend lokalen Charakter. Der Ausschnitt zeigt auf loga-
rithmischer Skala die Abweichungen der skalierten Aufrauungstemperatur von der
Asymptotik.
Im Vergleich zu rein lokalen Modellen kann die Linienenergie wl als eine Art effektiver
Kopplungskonstante Jeff (siehe Gleichung (7.9)) angesehen werden. In solchen rein lo-
kalen Modellen ist die Aufrauungstemperatur proportional zur einzigen Energieskala
und es gilt kBTR ∼ J .
Untersucht man folglich den Einfluss der Gro¨ße wl/wel auf die skalierte Aufrauungs-
temperatur kBTR/wl, so zeigt sich das Ausmaß des Einflusses langreichweitiger elasti-
scher Effekte. Man kann aus dieser Abha¨ngigkeit ableiten, ob langreichweitige elas-
tische Effekte wichtig sind oder ob das Modell effektiv durch ein lokales Modell mit
einer effektiven Kopplungskonstante Jeff ∼ wl beschrieben werden kann.
Die Ergebnisse fu¨r pmax = 0.336, 1, 6.39, 17.1 und 38.7 bei unendlicher Reichweite
des Potentials werden in Abbildung 7.16 gezeigt. Die Wahl von pmax entspricht dabei
jeweils einer Verdopplung der Linienenergie wl bei identischem wel. Fu¨r große wl/wel
sollte der Graph sich dem lokalen Grenzfall anna¨hern.
Umgeht man mit Hilfe des Potentials Ψ1,0 die numerisch problematische Grenzwert-
bildung pmax →∞, so erha¨lt man als Ergebnis fu¨r die skalierte Aufrauungstempera-
tur kBTR/wl ≈ 2.1. Extrahiert man jedoch aus dem Skalenverhalten der Messdaten
einen Grenzwert, so kommt man zu einem Wert von kBTR/wl ≈ 1.9. Dieser Wert
weicht um etwa 10% von dem mit Hilfe der Simulation ermittelten ab, er ist aber
der konsistentere von beiden. An dieser Stelle ist anzumerken, dass der Wert der
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Aufrauungstemperatur im lokalen Limes durchaus die Erwartungen aus dem eindi-
mensionalen Modell mit wk/wl = 2, siehe Abschnitt 7.4.3, erfu¨llt. Gegenu¨ber einem
ASOS- oder DGSOS-Modell ist die Aufrauungstemperatur um ca. 50% erho¨ht. Die
Abweichungen aufgrund langreichweitiger elastischer Effekte im Bereich wl/wel  5
jedoch werden im Rahmen der Kink-Wechselwirkung des Stufenmodells nicht einmal
ansatzweise wiedergegeben.
Der Ausschnitt in Abbildung 7.16 legt nahe, dass sich die Korrekturen zum asymp-
totischen Ergebnis wie
(kBTR/wl − 1.9) ∼ 5.5
(
wl
wel
)−1
(7.41)
verhalten. Der Schnittpunkt der beiden Asymptotiken liegt in etwa bei wl/wel ≈ 3. Ist
die Linienenergie viel gro¨ßer als die Amplitude der Stufen-Wechselwirkung, so kann
der Einfluss langreichweitiger Effekte im Hinblick auf die Frage der Aufrauungstem-
peraturen vernachla¨ssigt werden. Ist jedoch wl kleiner als die Sta¨rke der elastischen
Stufenwechselwirkung, so wird die langreichweitige Wechselwirkung wichtig und die
skalierte Aufrauungtemperatur kBTR/wl steigt dramatisch an.
Akzeptiert man die Rolle des Verha¨ltnisses wl/wel als Indikator, so stellt sich die
Frage, ob diese Gro¨ße auch experimentell zuga¨nglich ist, ob mit ihrer Hilfe fu¨r reale
Systeme eine Aussage getroffen werden kann, oder ob die hier gemachten Aussagen
rein theoretischer Natur sind. Es zeigt sich, dass die Gro¨ße wl/wel dem Experiment
zuga¨nglich ist. Ebenfalls lassen sich wl und wel auf Basis von Computerrechnungen
ermitteln.
U¨blicherweise ist die nackte Linien- oder Stufenenergie β0 ohne Wechselwirkung in
eV/A˚ gegeben [95, 96]. Diese Gro¨ße la¨sst sich mit dem hier verwendeten wl durch
wl = β
0a in Beziehung setzen. Die Sta¨rke der elastischen Stufen-Wechselwirkung kann
aus der Verteilung der Stufenabsta¨nde bei vizinalen Oberfla¨chen, Terrace-Width-
Distribution (TWD) genannt, extrahiert werden [97].
Viele Autoren nehmen eine elastische Stufen-Wechselwirkung pro La¨nge der Form
A/d2 an und pra¨sentieren als Ergebnis Werte fu¨r den Koeffizienten A in eV A˚. Ruft
man sich Gleichung (7.14) in Erinnerung, ist der Zusammenhang zwischen wel und A
durch die Relation 8wel = A/a gegeben. Fu¨gt man diese Teilergebnisse zusammen,
ergibt sich
wl/wel ∼ 8β0a2/A.
Um dem Leser eine Idee zu geben, welche Gro¨ßenordnung das hier betrachtete Ver-
ha¨ltnis wl/wel annehmen kann, setzen wir beispielhaft Ergebnisse fu¨r eine Si(111)-
Oberfla¨che ein, welche auf Basis einer Rechnung mit empirischen Potentialen ent-
standen sind. Referenz [95] deutet darauf hin, dass β0 von der Gro¨ßenordnung
β0 = 0.2eV/A˚ ist. Aus der gleichen Quelle ergibt sich ein Wert von der Gro¨ßen-
ordnung A = 0.2eV A˚ fu¨r die elastische Wechselwirkungssta¨rke A. Mit einem Gitter-
parameter von etwa a ∼ 5A˚ ist das Verha¨ltnis der beiden Energieskalen dann von der
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Ordnung wl/wel ∼ 2 × 102. Andererseits finden sich Werte fu¨r gewisse Stufenkonfi-
gurationen auf Si(001), die darauf hindeuten, dass ein Verha¨ltnis der Gro¨ßenordnung
wl/wel ∼ 2 mo¨glich ist [58]. Diese Werte sind zumindest fragwu¨rdig, da kompli-
zierte Effekte wie mo¨gliche Formen der Oberfla¨chenrekonstruktion einen nicht zu
vernachla¨ssigenden Einfluss haben. Trotzdem zeigt das Ergebnis, dass der Einfluss
langreichweitiger Effekte elastischen Ursprungs fu¨r bestimmte Oberfla¨chenorientie-
rungen nicht vernachla¨ssigt werden kann.
7.6 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurden zuna¨chst wesentliche Resultate aus Kapitel 5 zusammenge-
fasst, um auf dieser Basis das im weiteren Verlauf verwendete Solid-On-Solid -Modell
mit langreichweitiger elastischer Wechselwirkung zwischen Oberfla¨chendefekten zu
pra¨zisieren.
Um eine gewisse Vorstellung von den zu erwartenden Effekten zu bekommen, wurde
der Aufrauungsu¨bergang zuna¨chst anhand des Verhaltens der freien Energie einer
Stufe studiert. Dazu wurden aus dem zweidimensionalen Modell effektive Parameter
fu¨r das Stufenmodell gewonnen. Ausgehend vom eindimensionalen Modell ist damit
zu rechnen, dass die Aufrauungstemperatur des hier betrachteten zweidimensionalen
Modells im Vergleich zum ASOS und DGSOS um etwa 50% ho¨her ausfa¨llt. Der
Einfluss einer langreichweitigen Kink-Wechselwirkung ist im eindimensionalen Modell
jedoch von untergeordneter Bedeutung.
Im zweidimensionalen Modell zeigt sich jedoch, dass Korrelationen zwischen Ober-
fla¨chendefekten abha¨ngig von der Reichweite der elastischen Wechselwirkung zu einer
stark erho¨hten Aufrauungstemperatur fu¨hren ko¨nnen. Dieser Effekt entsteht haupt-
sa¨chlich durch eine deutliche Reduktion der Entropie. Da die Oberfla¨chendefekte
eine ra¨umliche Trennung von anderen Defekten vorziehen, wird die Anzahl von be-
vorzugten Konfigurationen und damit der Entropiebeitrag zur freien Energie deutlich
verringert. Das Resultat ist ein starker Anstieg der Aufrauungstemperatur.
Zudem wurde der Frage nachgegangen, wie stark der langreichweitige Anteil der
Wechselwirkung sein muss, um einen merklichen Effekt im Vergleich zum lokalen
Grenzfall des Modells zu bewirken. Hierzu wurde der Selbstenergiebeitrag der Wech-
selwirkung variiert, welcher das Verha¨ltnis von Linienenergie zur Amplitude der ela-
stischen Stufen-Wechselwirkung a¨ndert. Fu¨r die Abha¨ngigkeit der Aufrauungstem-
peratur von diesem Verha¨ltnis konnte ein Skalengesetz, Gleichung (7.41), gefunden
werden. Wa¨hrend sich die Voraussage des eindimensionalen Stufenmodells im Limes
schwacher Stufenabstoßung als richtig erweist, versagt das eindimensionale Modell
in der Vorhersage des Einflusses langreichweitiger elastischer Effekte. Zeigt das ein-
dimensionale Modell einen relativ mageren Anstieg um 8% aufgrund von elastischer
Wechselwirkung, so ergibt sich im zweidimensionalen Modell eine Zunahme um etwa
einen Faktor 3. Der Grund hierfu¨r liegt in der Dimensionalita¨t: Wa¨hrend im Stu-
fenmodell eine Wechselwirkung nur entlang einer Linie, der Stufe, stattfinden kann,
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erstreckt sich die Wechselwirkung im zweidimensionalen Modell u¨ber die ganze Ebene.
Am Aufrauungsu¨bergang werden Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Stufen
und den darauf befindlichen Defekten wichtig.
Die Simulationen legen nahe, dass die Kosterlitz-Thouless-Theorie des Aufrau-
ungsu¨bergangs gu¨ltig bleibt. Um jedoch das kritische Verhalten der Korrelationsla¨nge
in der Na¨he des U¨bergangs zu verfolgen, sind Systemgro¨ßen notwendig, die mit mehr
als 106×106 Gitterpla¨tzen weit jenseits des derzeit Realisierbaren liegen. Eine strikter
Nachweis ist deshalb mit dieser Art von Monte-Carlo-Simulation nicht mo¨glich.
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Kapitel 8
Ausblick
Ziel dieses Kapitels ist es aufzuzeigen, wozu das in Kapitel 5 entwickelte Modell in der
Lage ist. Haben wir es in den Kapiteln 4 und 7 mit recht eingeschra¨nkten Szenarien zu
tun gehabt, so liefert das Modell die Mo¨glichkeit, das Zusammenspiel von elastischen
Effekten homoepitaktischer und heteroepitaktischer Natur genauer zu studieren.
8.1 Grinfeld-Instabilita¨t
Im Gegensatz zu einer homoepitaktischen Adsorbatschicht wird eine koha¨rente he-
teroepitaktische Schicht im Allgemeinen einen Misfit gegenu¨ber dem Substrat, das
heißt einen vom Substrat verschiedenen Gitterparameter aufweisen. Dieser Misfit
sorgt dafu¨r, dass ein glatter, unendlich ausgedehnter Adsorbatfilm in lateraler Rich-
tung gedehnt oder gestaucht wird. Man kann sich den Adsorbatfilm als festen Ko¨rper
vorstellen, der durch im Unendlichen angreifende Kra¨fte gestaucht wird und der dann
koha¨rent mit dem Substrat in Kontakt gebracht wird. Ist die Adsorbatschicht du¨nn
gegenu¨ber der Dicke des Substrats, so steckt alle elastische Energie in der Adsorbat-
schicht. Das Substrat gibt nur die laterale Stauchung vor und bleibt unvera¨ndert.
Betrachtet man den heteroepitaktischen Adsorbatfilm als elastischen Ko¨rper un-
ter lateraler und nicht hydrostatischer Belastung, so unterliegt dieser der Grinfeld-
∆Esurface > 0 aber ∆Eelastic < 0
Abbildung 8.1: Das Prinzip der Grinfeld-Instabilita¨t. Durch Umordnung von Material
gewinnt das System elastische Energie und muss dafu¨r eine ho¨here Oberfla¨chenenergie
in Kauf nehmen.
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Abbildung 8.2: Simulation unter Evaporations-Adsorptions-Kinetik, Adsorbatfilm von
100 Lagen Dicke. Oben die Oberfla¨chenstruktur, unten die Fourier-Transformierte.
Durch Wahl der Systemparameter ist kc auf der linken Seite doppelt so groß wie auf
der rechten.
Instabilita¨t [54, 55], siehe Abbildung 8.1. Gibt man dem unter lateraler Spannung ste-
henden Ko¨rper die Gelegenheit, seine Form durch Materialumverteilung zu vera¨ndern,
ist die Oberfla¨che instabil gegenu¨ber welligen Verformungen. Diese keineswegs elasti-
schen Verformungen fu¨hren zu zusa¨tzlicher Oberfla¨che, sind aber zugleich mit einer
Entspannung des Materials verbunden, welche die elastische Verzerrungsenergie ver-
mindert. Da der Zuwachs an Oberfla¨chenenergie sich mit dem Wellenvektor k, der die
Sto¨rung charakterisiert, wie k2 verha¨lt, der Gewinn an elastischer Energie sich aber
wie |k| verha¨lt, sorgt die Oberfla¨chenenergie dafu¨r, dass alle kurzwelligen Moden mit
Wellenvektor k > kc stabil sind. Langwellige Moden mit 0 < k < kc sind instabil.
Sind die Amplituden der Oberfla¨chenenergie γ und des elastischen Energiebeitrags α
gegeben, la¨sst sich das chemische Potential einer Oberfla¨chenmode hk in der Form
µk = (γk
2 − α|k|)hk
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Abbildung 8.3: Skizze zum Spektrum der Grinfeld-Instabilita¨t. Linke Seite fu¨r das
nicht erhaltene Feld, siehe Gleichung (8.1). Rechte Seite fu¨r den Fall der Oberfla¨chen-
diffusion, siehe Gleichung (8.2).
schreiben. Der kritische Wellenvektor kc ist dann durch
kc ∼ α
γ
gegeben.
Den ho¨chsten Energiegewinn liefern die Moden um k = kc/2. Gibt es keine Ein-
schra¨nkungen bei dem Transport des Materials, sollten die Moden mit ho¨chstem
Energiegewinn am schnellsten wachsen. Dies ist beispielsweise beim Kontakt des
Festko¨rpers mit seiner Schmelze der Fall. In diesem Fall ist die Zeitentwicklung des
Ho¨henfeldes h durch
h˙ ∼ −µ[h]
bestimmt. Damit ist hk(t) ∼ exp(λt)hk(0) mit
λ ∼ −(γk2 − α|k|) (8.1)
und die Moden mit 0 < k < kc wachsen exponentiell. Die Moden mit k > kc werden
hingegen geda¨mpft. Die Mode mit k = kc/2 wa¨chst am schnellsten, da fu¨r sie λ
maximal wird, siehe Abbildung 8.3.
Betrachtet man jedoch Transportprozesse wie die Diffusion, so ist die am schnellsten
wachsende Mode na¨her bei kc, da langwellige Moden einen Transport von Material
u¨ber gro¨ßere Distanzen erfordern. Die Bewegungsgleichung des erhaltenen Ho¨henfel-
des ist dann durch
h˙ ∼ −∂
2µ
∂x2
gegeben und das Spektrum ist modifiziert:
λ ∼ −k2(γk2 − α|k|). (8.2)
Die Stabilita¨tsschwelle kc bleibt erhalten, nur die Stelle des Maximums verschiebt
sich auf 3
4
kc, siehe Abbildung 8.3.
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Durch das in dieser Arbeit entwickelte Modell gelingt es, diese Instabilita¨t im Rah-
men eines Solid-On-Solid -Modells zu beschreiben. Man ist hierdurch in der Lage, die
Instabilita¨t zusa¨tzlich auf mikroskopischer Ebene zu studieren. Abbildung 8.2 zeigt
beispielhaft den Einfluss der Instabilita¨t auf eine glatte heteroepitaktische Adsorbat-
schicht. Der Einfachheit halber wurde hier eine Evaporations-Adsorptions-Kinetik
gewa¨hlt, die dem Fall aus Gleichung (8.1) entspricht. Hierbei wurde nur die hetero-
epitaktische elastische Wechselwirkung beru¨cksichtigt.
Es stellt sich die Frage, in welcher Weise eine zusa¨tzliche repulsive Stufenwechselwir-
kung das Verhalten beeinflusst. Da mit Kapitel 7 die Gleichgewichtseigenschaften des
Systems im Prinzip bekannt sind, ließe sich untersuchen, welchen Einfluss es auf die
Dynamik der Instabilita¨t hat, ob sich die Oberfla¨che des System ober- oder unterhalb
der Aufrauungstemperatur befindet.
Mit einer zusa¨tzlichen lokalen Adsorptionsenergie V (h), welche eine Be- oder Ent-
netzung des Substrats begu¨nstigt, ließe sich der Einfluss der Schichtdicke auf die
Stabilita¨t des Films untersuchen. Die hierzu notwendigen Modifikationen sind un-
abha¨ngig von den in dieser Arbeit entwickelten Konzepten zu den auftretenden lang-
reichweitigen Wechselwirkungen und in ihrer lokalen Natur unproblematisch. Man
ist deshalb unter nur minimalen A¨nderungen in der Lage, den Einfluss elastischer
Effekte auf koha¨rentes heteroepitaktisches Wachstum, insbesondere die hieraus re-
sultierenden U¨berga¨nge zwischen den verschiedenen Wachstumsmoden, namentlich
Frank-van der Merve, Volmer-Weber und Stranski-Krastanov, mithilfe von Monte-
Carlo-Simulationen zu untersuchen.
8.2 Kinetische Aufrauung
Setzt man eine Oberfla¨che mit all diesen Effekten einem Depositionsstrom wie in Ka-
pitel 4 aus, so stellt sich die Frage, in welcher Weise die sich entwickelnden Strukturen
bei diesem Wachstumsprozess von den elastischen Energiebeitra¨gen abha¨ngen. Kann
man das Wachstum einer heteroepitaktischen Schicht noch mit den herko¨mmlichen
Methoden des Kinetik Roughening behandeln, lassen sich Rauigkeit und Korrelatio-
nen immer noch durch Skalenfunktionen und kinetische Exponenten beschreiben?
Kann beispielsweise die Deposition schnell genug erfolgen, so dass die Reorganisation
aufgrund der Grinfeld-Instabilita¨t u¨berdeckt wird? A¨ndert sich etwas an der Uni-
versalita¨tklasse des Wachstumsmodells, wenn die auftretenden heteroepitaktischen
und/oder homoepitaktischen Stufenwechselwirkungen mit beru¨cksichtigt werden?
Es ero¨ffnen sich eine Vielzahl von Problemen, deren Lo¨sung durch die in dieser Arbeit
entwickelten Methoden in greifbare Na¨he geru¨ckt sind.
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Kapitel 9
Zusammenfassung
Das Ziel dieser Arbeit war es, den Einfluss langreichweitiger elastischer Effekte an
Kristalloberfla¨chen oder epitaktischen Schichten analytisch und mithilfe von Monte-
Carlo-Simulationen aufzukla¨ren. Dazu war es zuna¨chst notwendig, neue Ansa¨tze zur
Beschreibung des elastischen Problems zu entwickeln und diese Form der Beschrei-
bung so zu reduzieren, dass durch die Anwendung besonders effizienter numerischer
Verfahren der Aufwand fu¨r Monte-Carlo-Simulationen handhabbar wird.
Fu¨r hinreichend flache Oberfla¨chen auf einem halbunendlichen System, das heißt fu¨r
kleine Gradienten des Ho¨henprofils, konnten die elastischen Effekte auf eine paar-
weise Wechselwirkung zwischen lokal definierten Eigenschaften von Oberfla¨chenele-
menten zuru¨ckgefu¨hrt werden. Hierbei werden sowohl die heteroepitaktische logarith-
mische Stufenwechselwirkung als auch die homoepitaktische Wechselwirkung durch
eine repulsive elastische Dipolwechselwirkung proportional zu r−3 beru¨cksichtigt. Im
heteroepitaktischen Fall ergibt eine u¨ber Teilbereiche der Oberfla¨che integrierte Di-
polwechselwirkung gerade eine logarithmische Stufenwechselwirkung. Das elastische
Problem ist damit auf ein System wechselwirkender effektiver
”
Ladungen“ zuru¨ck-
gefu¨hrt, welches durch die lokalen Eigenschaften des Ho¨henprofils bestimmt ist. Diese
”
Ladungen“ werden im Folgenden als Verzerrungsladungen bezeichnet. Dem unter-
schiedlichen Ursprung der auftretenden Wechselwirkungen wird durch zwei Felder von
Verzerrungsladungen Rechnung getragen. Das h-Feld beschreibt die Verzerrungsla-
dungen aufgrund des Misfits einer heteroepitaktischen Adsorbatschicht in Bezug auf
das Substrat. Die Verzerrungswirkung von Stufenkanten, die sowohl in der Homo-
epitaxie als auch in der Heteroepitaxie auftritt, wird durch das q-Feld modelliert.
Wa¨hrend die Verzerrungsladungen des h-Feldes proportional zur Dicke der hetero-
epitaktischen Schicht sind, sind die Verzerrungsladungen des q-Feldes entlang von
Stufenkanten lokalisiert.
Der fu¨r Monte-Carlo-Simulationen u¨beraus wichtige Aspekt dieser Beschreibung
durch Verzerrungsladungen ist, dass sich der Energieunterschied zwischen zwei Kon-
figurationen, welche durch eine lokale A¨nderung des Ho¨henfeldes ineinander u¨ber-
gehen, sehr einfach berechnen la¨sst. Die A¨nderung der Energie wird in diesem Fall
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ausschließlich von den Verzerrungsladungen bestimmt, welche durch die Modifikation
der Konfiguration nur lokal verschoben, erzeugt oder vernichtet werden.
Der Aufwand zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie dieser Verzerrungsladun-
gen mit der sie umgebenden Konfiguration ist aber auch in diesem einfachen Bild
immer noch proportional zur Fla¨che, das heißt dem Produkt der lateralen Abmes-
sungen des Systems. Erst durch ein auf das Problem zugeschnittenes Multigridver-
fahren ist es mo¨glich, den Aufwand der Berechnung dieser Energiedifferenzen so weit
zu reduzieren, dass der Einsatz von Monte-Carlo-Simulationen fu¨r hinreichend große
Systeme vertretbar wird.
Das hier auf Basis eines fru¨heren Ansatzes weiterentwickelte Multigrid-Verfahren be-
handelt die Wechselwirkung zwischen Verzerrungsladungen auf Nachbarpla¨tzen exakt
und produziert die richtige Asymptotik der Abstandsabha¨ngigkeit. Die Ordnung des
Rechenaufwands wird dabei auf den Logarithmus der Kantenla¨nge des Systems re-
duziert. Auch wenn die Wechselwirkung innerhalb dieser Arbeit durch ein skalares
Potential gegeben ist, so bereitet es prinzipiell keine Probleme, den bestehenden An-
satz um eine bisher vernachla¨ssigte Winkelabha¨ngigkeit zu erweitern.
Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden wurden zuna¨chst auf den Grenzfall des
Submonolagenwachstums angewendet. Hierfu¨r reduziert sich das elastische Problem
auf eine langreichweitige repulsive r−3-Wechselwirkung zwischen den Adsorbatato-
men. Unter fortlaufender Deposition von Adsorbatteilchen auf ein anfa¨nglich unbe-
decktes Substrat diffundieren einzelne Adsorbatteilchen und formieren sich zu mo-
nolagigen Inseln auf der Substratoberfla¨che. Die Anzahl der Inseln pro Fla¨che ha¨ngt
von der Mobilita¨t der einzelnen Adsorbatatome, der Sta¨rke der elastischen Wechsel-
wirkung sowie von der Sta¨rke des Depositionsflusses ab. Die Statistik der Anzahlen
von diffundierenden Atomen und unbeweglichen Inseln wird im wechselwirkungsfreien
Fall zuna¨chst durch Ratengleichungen beschrieben, welche durch skalentheoretische
U¨berlegungen um elastische Effekte erweitert werden.
Es zeigte sich, dass die Inselbildung durch die repulsive elastische Wechselwirkung
behindert wird und sich die Nukleationsphase zu ho¨heren Bedeckungen verschiebt.
In dieser Hinsicht hat die repulsive elastische Wechselwirkung zwischen den Ato-
men dieselbe Wirkung wie ein erho¨hter Depositionsfluss. Eine neue Skalenrelation
zwischen den drei genannten Systemparametern konnte aufgestellt werden, die das
Verhalten fu¨r nicht zu große Bedeckungen auf universelle Funktionen zuru¨ckfu¨hrt. Die
erhaltenen Resultate sind von besonderer Bedeutung fu¨r die Interpretation von expe-
rimentellen Daten, da u¨blicherweise aus gemessenen Inselzahlen auf die Mobilita¨t der
Adsorbatatome zuru¨ckgeschlossen wird. Aufgrund der Beru¨cksichtigung elastischer
Effekte durch der neuen Skalenrelation kommt man zu besseren Abscha¨tzungen fu¨r
die Diffusionskonstanten von Adsorbatatomen auf einer Kristalloberfla¨che.
Fu¨r tiefe Temperaturen nimmt eine Kristalloberfla¨che aufgrund der Anisotropie der
Oberfla¨chenenergie die Form einer glatten Facette an. Mit steigender Temperatur
bilden sich jedoch Inseln und Lo¨cher auf der Facette. Diese zuna¨chst ra¨umlich be-
schra¨nkten Fluktuationen weichen die Oberfla¨che allma¨hlich auf. Die makroskopische
Dicke der Grenzschicht des Kristalls nimmt zu, bis sie bei einer endlichen Temperatur,
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der Aufrauungstemperatur, divergiert. An diesem Punkt geht die Orientierung der
Facette verloren. Die Oberfla¨che ist makroskopisch rau. In lokalen Modellen wird die
Skala der U¨bergangstemperatur dieses thermodynamischen Phasenu¨bergangs allein
durch die Stufen- oder Linienenergie festgelegt.
Elastische Verzerrungen fu¨hren jedoch zu einer Wechselwirkung proportional zu r−2
zwischen den Stufen auf einer Kristalloberfla¨che. Die Analyse der Gleichgewichts-
struktur einer solchen Oberfla¨che fu¨hrt direkt zu der Frage, auf welche Weise eine
repulsive Stufenwechselwirkung den an einer facettierten Oberfla¨che u¨blicherweise
auftretenden thermischen Aufrauungsphasenu¨bergang beeinflusst.
Es zeigt sich, dass abha¨ngig von der Sta¨rke des langreichweitigen Anteils der elasti-
schen Energie die Aufrauungstemperatur der Oberfla¨che stark erho¨ht sein kann im
Vergleich zu einem Modell, bei dem nur eine aus lokalen Beitra¨gen bestehende Stu-
fenenergie zum Tragen kommt. Durch eine ku¨nstliche Beschra¨nkung der Reichweite
der elastischen Wechselwirkung konnte gezeigt werden, dass die Erho¨hung der Auf-
rauungstemperatur nicht ein Effekt ist, der auf der Wirkung der na¨chsten Nachbarn
beruht, sondern dass die Aufrauungstemperatur kontinuierlich mit der Reichweite
des Potentials ansteigt. Unter Vera¨nderung der Reichweite des Wechselwirkungspo-
tentials bleiben lokale Energieskalen wie die effektive Linienenergie einer Stufe oder
die Anregungsenergie eines Kinks mit einer Variation von maximal 36% nahezu kon-
stant, wa¨hrend sich die Aufrauungstemperatur in der Simulation um einen Faktor 3
a¨ndert.
Bei langreichweitiger Wechselwirkung sorgen starke Antikorrelationen zwischen Stu-
fen dafu¨r, dass eine geringere Anzahl energetisch bevorzugter Konfigurationen exis-
tiert. Der fu¨r den Phasenu¨bergang verantwortliche, mit der Temperatur anwachsende,
entropische Beitrag zur freien Energie des Systems wird verringert. Die Temperatur,
ab der die entropischen Effekte das Verhalten des Systems bestimmen, ist folglich
ho¨her als im kurzreichweitigen Fall.
Durch die Beru¨cksichtigung elastischer Effekte kommt zu der lokalen Linienenergie
der Stufe noch eine weitere energetische Skala hinzu, die Sta¨rke der Wechselwirkung
zwischen den Stufen. Ist die Linienenergie viel gro¨ßer als die Wechselwirkungsenergie
zwischen Stufen, befindet man sich im lokalen Grenzfall. Dann wird der Aufrau-
ungsu¨bergang durch die lokale Linienenergie dominiert und die Korrekturen durch
elastische Effekte sind klein. Variiert man die Linienenergie der Stufe und die Am-
plitude der langreichweitigen Stufenwechselwirkung unabha¨ngig voneinander, so las-
sen sich Abweichungen vom lokalen Grenzfall dominanter Linienenergie untersuchen.
Dies ist im Vergleich zu einer Variation der Reichweite der Wechselwirkungen der
physikalisch relevantere Fall, da sich die Reichweite im Experiment nicht ku¨nstlich
beschra¨nken la¨sst. Es stellt sich heraus, dass die Abweichungen vom lokalen Grenzfall
einem Skalengesetz gehorchen, siehe Gleichung (7.41). Fu¨r starke elastische Wechsel-
wirkungen kann die Aufrauungstemperatur der Oberfla¨che auch um mehr als einen
Faktor 3 gegenu¨ber dem lokalen Grenzfall erho¨ht sein. Ein Vergleich zu quantenme-
chanischen Rechnungen an Si-Oberfla¨chen zeigt, dass fu¨r bestimmte Oberfla¨chenori-
entierungen die Aufrauungstemperatur durch elastische Effekte erheblich beeinflusst
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wird.
Die Vera¨nderung der Aufrauungstemperatur ist auch deshalb von Bedeutung, weil
es fu¨r die Kinetik des Kristallwachstums in Abwesenheit von Schraubenversetzun-
gen fu¨r kleine treibende Kra¨fte einen Unterschied macht, ob die Oberfla¨che rau ist –
der Kristall mit rauer Oberfla¨che wa¨chst schneller. Da der Kristall auch schmelzen
kann, ist es von Bedeutung, ob die vorhergesagte Aufrauungstemperatur unterhalb
des Schmelzpunktes liegt. Ein Faktor 3 kann die Reihenfolge dieser kritischen Tem-
peraturen leicht a¨ndern, zumal fu¨r viele Materialien die Aufrauungstemperatur nur
wenige 100K unterhalb des Schmelzpunktes in der Gro¨ßenordnung von ∼ 1000K
liegt.
Schließlich wurde prinzipiell demonstriert, dass die in dieser Arbeit entwickelten
Methoden auch geeignet sind, die elastische Instabilita¨t eines heteroepitaktischen
Films auf einem Substrat oder eines unter nicht-hydrostatischer Belastung stehen-
den Kristalls zu beschreiben. Parallel zur Kontinuumsbeschreibung, deren Gu¨ltigkeit
u¨blicherweise fu¨r Oberfla¨chen oberhalb des Aufrauungsu¨bergangs angenommen wird,
steht somit ein ada¨quates Modell zu Verfu¨gung, mit dem sich die auftretenden Ef-
fekte aus atomarer Sicht analysieren lassen. Zudem ist man in der Analyse nicht an
raue Oberfla¨chen gebunden.
Die Anwendungsmo¨glichkeiten des hier entwickelten Modells sind damit jedoch noch
nicht erscho¨pft. In der verwendeten Form ist man mit minimalen A¨nderungen in
der Lage, den Einfluss elastischer Effekte auf koha¨rentes heteroepitaktisches Wachs-
tum, insbesondere die hieraus resultierenden U¨berga¨nge zwischen den verschiedenen
Wachstumsmoden, namentlich Frank-van der Merve, Volmer-Weber und Stranski-
Krastanov, mithilfe von Monte-Carlo-Simulationen zu untersuchen. Auch eine Ana-
lyse der kinetischen Aufrauung der Oberfla¨che unter Deposition von mehr als einer
Adsorbatlage ist leicht zu bewerkstelligen.
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Anhang A
Clusteranalyse in
hochdimensionalen Ra¨umen
Aus den Erfahrungen mit den in Kapitel 4 behandelten Clusterstatistiken hat sich
eine industrielle Kooperation mit der Firma Gru¨nenthal mbH ergeben, bei der es
um Fragen im Zusammenhang mit Data-Mining ging. Insbesondere ging es um die
Bildung von geeigneten Clusterstrukturen in hochdimensionalen Ra¨umen.
In der Physik sind typischerweise nur zwei oder drei Raumdimensionen relevant. Will
man beispielsweise die Anzahl der Cluster auf einer Substratoberfla¨che ermitteln,
siehe Kapitel 4, ist dies mit einer Variante des Hoshen-Kopelman-Algorithmus [98]
sehr effizient mo¨glich. Der Abstandsbegriff ist in diesen Ra¨umen eindeutig definiert
und die no¨tigen Informationen sind auf einer hinreichenden Anzahl von Punkten im
Raum gegeben, um u¨ber den restlichen Raum eine gute Vorhersage zu treffen.
Diese Voraussetzungen sind in hochdimensionalen Ra¨umen im Allgemeinen nicht
erfu¨llt. Im konkreten Fall liegen Beobachtungen u¨ber einem 100- bis 200-dimensio-
nalen Raum vor. Dabei ko¨nnen einige Raumdimensionen diskret, andere wiederum
kontinuierlich sein. Allein die Frage der Normierung der verschiedenartigen Raumdi-
mensionen zeigt, dass die Metrik des Raumes a priori keineswegs eindeutig festgelegt
ist.
Teilt man jede der Koordinaten dieses Raumes in nur zwei Abschnitte, so entstehen
durch diese Unterteilung bei einem hundert-dimensionalen Raum etwa 1030 hoch-
dimensionale Zellen, u¨ber die eine Entscheidung getroffen werden muss, ob sie Teil
des Clusters sind. Um den Raum durch Beobachtungen abzudecken beno¨tigt man
pro Zelle eine Beobachtung. Da die Zugeho¨rigkeit zum Cluster einem Bit Informati-
on entspricht, beno¨tigt man einen Datenspeicher mit einer Kapazita¨t von mehr als
1020Gigabyte. Tatsa¨chlich liegen in aller Regel aber nur mehrere 104 bis 106 Beob-
achtungen vor. Auch wenn diese Zahl groß erscheinen mag, sie reicht nicht aus, um
einen hundert-dimensionalen Raum zu fu¨llen.
Fu¨r alle denkbaren Fa¨lle ist die Datenlage nicht ausreichend um einen hochdimensio-
nalen Raum mehr als sehr du¨nn zu besetzen. Diese Probleme erfordern damit andere
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Konzepte, als sie in der Physik u¨blich sind. Einen mo¨glichen Ansatz wollen wir im Fol-
genden kurz umreißen. Auf spezifische Details kann jedoch nicht eingegangen werden,
da sie der Vertraulichkeit unterliegen.
Es ist dabei essenziell, dass keine Karte des Raumes angelegt wird, sondern dass bei
der Vorhersage, ob ein beliebiger Raumpunkt zum Cluster geho¨rt, direkt von den
vorliegenden Beobachtungen ausgegangen wird. Der Einfachheit halber betrachten
wir nur eine Unterscheidung zwischen zwei Klassen A und B – das entspricht der
Voraussage, ob ein Raumpunkt X zu irgendeinem Cluster im Raum geho¨rt (Klasse
A) oder nicht (Klasse B).
Mit einem geeigneten A¨hnlichkeitsmaß ϕ(X, Y ) zwischen zwei Raumpunkten X und
Y lassen sich Indikatorfunktionen definieren, die ein Maß fu¨r die Zugeho¨rigkeit zu
einer Klasse darstellen.
qA(X) =
∑
Y ∈A
ϕ(Y,X)
ist dann ein Maß fu¨r die Zugeho¨rigkeit des Punktes X zur Klasse A. Die Summe la¨uft
u¨ber alle Elemente Y aus der Klasse A. Analog ist das Maß
qB(X) =
∑
Y ∈B
ϕ(Y,X)
fu¨r die Zugeho¨rigkeit zur Klasse B definiert. Ausgehend von diesen Gro¨ßen la¨sst sich
eine Wahrscheinlichkeit
PA/B(X) =
qA/B(X)
qA(X) + qB(X)
dafu¨r definieren, dass X zur Klasse A beziehungsweise B geho¨rt. Nimmt PA(X) einen
Wert an, der gro¨ßer ist als ein festzulegender Akzeptanzlevel – im einfachsten Fall
PA(X) > 0.5 – geho¨rt der Raumpunkt X zur Klasse A und ist ein Teil des Clusters.
Der numerische Aufwand fu¨r diese Vorhersage ist proportional zur Anzahl der vor-
handenen Beobachtungen, das heißt zur Anzahl der Elemente in den Klassen A und B
und zum Aufwand der Auswertung des A¨hnlichkeitsmaßes ϕ(X, Y ), der u¨blicherweise
proportional zur Dimension des Raumes ist. Das so definierte Wahrscheinlichkeits-
maß stellt eine sehr effiziente Mo¨glichkeit der Interpolation zwischen schon bekannten
Raumpunkten in hochdimensionalen Ra¨umen zur Verfu¨gung.
Streng genommen ist bei dieser Klasse von Problemen noch nicht einmal die Dimen-
sionalita¨t eindeutig gegeben. Im Prinzip steht eine sehr große Anzahl von Raum-
dimensionen zur Verfu¨gung, aus der die wichtigen Dimensionen ausgewa¨hlt werden
mu¨ssen. Sind bei physikalischen Problemen die Symmetrien bekannt, so kann eine
Reduktion der Dimensionalita¨t meist systematisch erfolgen. Charakteristisch fu¨r die
hier betrachteten Fragestellungen ist jedoch, dass man a priori nicht weiß, ob eine
Dimension wichtig fu¨r die Beschreibung des Systems ist oder nicht.
Standardverfahren der Statistik, wie zum Beispiel die Faktor- oder Hauptkomponen-
tenanalyse, versuchen u¨ber die Eigenwerte und Eigenvektoren der Korrelationsma-
trix eine Dimensionsreduktion durchzufu¨hren. Man erreicht hierdurch jedoch meist
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nur, dass die Gesamtheit der Beobachtungspunkte durch den Raum mit reduzier-
ter Dimensionalita¨t gut beschrieben wird. Dass jedoch dieser Satz von Dimensionen
dazu geeignet ist, das Problem der Klassenzugeho¨rigkeit zu beschreiben, ist nicht
garantiert. Durch die Gro¨ße der Korrelationsmatrix und die geringe Anzahl der Be-
obachtungen sind zudem die Eigenvektoren und Eigenwerte mit großen statistischen
Fehlern behaftet. Aus diesen Gru¨nden erscheinen diese Verfahren nur dazu geeignet,
Dimensionen, die unter dem Deckmantel eines anderen Namens mehrfach vorhanden
sind, zu eliminieren.
Ein von uns in diesem Zusammenhang verfolgter Ansatz besteht darin, die Aussage-
kraft jeder einzelnen Dimension fu¨r sich allein bezu¨glich der Klassenunterscheidung
zwischen A und B zu testen. Ein mo¨gliches Maß hierfu¨r kann sein, ob sich die eindi-
mensionalen Verteilungen der Stichproben A und B signifikant unterscheiden. Sind
die Verteilungen identisch, so kann man darauf verzichten, diese Dimension zur Be-
schreibung des Systems heranzuziehen.
Aus der Kombination dieser Methoden entstand ein Programm, das nun von der
Firma Gru¨nenthal aus einer Web-basierten Data-Mining-Plattform heraus genutzt
wird.
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